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Algebra— U.C.E.S. Matrices — Determinantes — Sistemas de ecuaciones

UNIDAD TEMATICA N°1

MATRICES

Ejemplo introductorio:

Una empresa productora de tecnologia de punta vende su produccion a varias cadenas conocidas de
venta de electrodomésticos. La administracion lleva el control de sus ventas a las cuatro principales
cadenas en un orden tal que sea interpretado por cualquier empleado de la empresa: tanto productos
como cadenas se encuentran en orden alfabético, las filas siempre representan los productos, las
columnas siempre representan las cadenas. Por ejemplo, en el mes de febrero, que es uno de los meses
que representa cualquier mes normal del afio, las ventas fueron:

FRAGATA GARBATO MUNDOMUSIC RODA
Celular 50 120 80 90
Smart TV 60 150 65 34
Tablet 42 96 110 46

Al encontrarse dicha informacion siempre de la misma manera, se puede prescindir de los nombres
de filas y columnas y presentar la misma informacién en el siguiente formato:

50 120 80 90
Ventas de febrero={ 60 150 65 34
42 96 110 46

Todo empleado de la empresa sobreentiende los datos dadas las caracteristicas de ordenacion.
En el mes de junio, por el dia del padre, todas las cadenas comerciales deciden duplicar su pedido
normal con la esperanza de duplicar sus ventas, entonces la informacién de la empresa para junio
seré:
100 240 160 180
Ventas de junio=|120 300 130 68
84 192 220 92

La forma de obtenerla es multiplicar por dos las cantidades de cada producto vendidos a cada cadena.
La misma situacion se da en el mes de octubre por el dia de la madre, entonces la informacion de
octubre serd también:

100 240 160 180
Ventas de octubre=|120 300 130 68
84 192 220 92

En el mes de diciembre y enero, esperando las ventas de fin de afio y de reyes, las ventas tienen un
comportamiento distinto a los del resto del afio:

90 200 150 160 80 120 122 86
Ventas de diciembre={80 60 48 52 |y Ventasdeenero={90 50 45 50
90 160 122 63 88 112 100 65

Entonces si se quiere saber cuales fueron las ventas a las cadenas de cada producto para las fiestas de
navidefias, alcanzaria con sumar las de diciembre y las de enero.
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170 320 272 246
Ventas de navidefias =| 170 110 93 102
178 272 222 128

Esta forma de llevar el control de ventas de la empresa se hace a traves de matrices, que permite
mantener los datos ordenados siempre de la misma manera.

Al calcular tanto las ventas de junio como las de octubre, se multiplicé la matriz correspondiente a
un mes normal por 2.

Al calcular las ventas navidefias, se sumé las matrices de los meses de diciembre y enero.

Esta informacion le permite a la empresa conocer cuantos de cada uno de sus productos solicitara
cada cadena para la venta, y asi poder inferir su produccion para el préximo afo.

También se puede conocer méas informacion utilizando estas y otras matrices, como, por ejemplo:
cuantos celulares deben producir mensualmente, cual es el ingreso de la empresa por la venta de
tablets, cudl es el beneficio obtenido por la venta de smart tv, etc.; pero estas y otras preguntas mas
requieren operaciones entre matrices que tal vez no sean tan intuitivas como las anteriores.

Para poder responder a estas preguntas u otras que puedan surgir, pasaremos a analizar los conceptos
matematicos que estan detras de ellas...

Definicion de matriz:

Dados me N y ne N, se denomina matriz de m filasy n columnas a un arreglo rectangular cuyos
elementos son nimeros reales (o complejos).

A las matrices se las nombra con letras mayusculas de imprenta.

Una matriz A que tiene m filasy n columnas se dice que es de orden mxn y se nota Ac R™".

R representa el conjunto de numeros reales, de donde son los elementos que forman la matriz
(nosotros no trabajaremos con numeros complejos). Los elementos se representan con letras
minusculas.

Hay distintas formas de generalizar la escritura de una matriz; cada una de ellas nos sera util en
diversas situaciones:

a, a, - a, a, € R: @, s un nimero real.
a, a, - a, ieN; 1<i<m representa lafilaen laque esta ubicado el
En forma “completa”: A=
elemento a, .
a a a jeN; 1< j<n representa la columnaen la que esta
ml m2 mn -

ubicado el elemento a, .

En forma abreviada: A= (aij )Kism SIEMPRE se indica primero la fila, luego la columna.

I<j<n a, es el nimero que se encuentra en la fila # y la columna ;.
A A :representa la fila 7 de lamatriz,con ie N; 1<i<m
Por filas: A= AZ 4 = (aj1 a, - am) que también se puede pensar como una matriz
de 1 filay #» columnas y lo mas comun es denominarlo vector fila.
A’ :representa la columna j de lamatriz,con jeN; 1<j<n
da, . -,
Por columnas: A= (Al AZ ... A") Lj que también se puede pensar como una
; ay; matriz de m filasy 1 columna, y lo més
A = comun es denominarlo vector columna.
2 Ay
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Ejemplos:

2 -5 4
1) A= (O ) 3} : AeRR*®, esdecir, tiene 2 filas y 3 columnas, es de orden 2x3.

a) Loselementos de la matriz A son: a,, =2; a, =-5; a,=4, a, =0, a, =1; a,,=-3
b) Las2filasde Ason: A=(2 5 4) y A=(0 1 -3)

2 -5 4
c) Las3columnasde A son: A'=| |; A*= y A=
0 -3

1
-1 4
2) B=|2 5 |; BeR>?, esdecir, tiene 3 filas y 2 columnas, es de orden 3x2.
1 1

a) Loselementos de la matriz B son: b, =-1; b,=4;b,, =2; b, =5; b, =1; b, =1
b) Las3filasde B son: B,=(-1 4); B,=(2 5) y B,=(1 1)

-1 4
¢) Las?2columnasde B son: B'=| 2| y B?*=|5
1
2 5 8
3). C=|-1 4 3|; CeR*, esdecir, tiene 3 filas y 3 columnas, es de orden 3x3. Cuando
5 -1 6

una matriz tiene la misma cantidad de filas y de columnas, se dice que es una matriz cuadrada.
Como C eR*®, alcanza con decir que es de orden 3
a) Los elementos de la matriz C son: ¢, =2; ¢, =5; ¢;=8; C,,=-1; C,, =4; C, =3;
Cy =9; Cyp=—1, C3=6

b) Las3filasde C son: C,=(2 5 8); C,=(-1 4 3) y C,=(5 -1 6)
2 5 8

¢) Las3columnasde C son: C'=| -1|; C°=| 4| y C*=|3
5 -1 6

00
4) E-= (0 1] ;. EeR*?, es decir, tiene 2 filas y 2 columnas, es de orden 2 (pues es cuadrada

de orden 2x2).
a) Los elementos de la matriz E son: e, =0; e,=0;e,=0;¢e,=1

b) Las2filasde E son: E,=(0 0) y E,=(0 1)

0 0
¢) Las 2 columnas de E son: Elz(oj y Ezz[ ]

1
2i  si i<j
5 F =( f, )E_£<33 con f,=4 1 si i=j; FeR>, indicado en el subindice de la forma
o i2-2i sioi>j

abreviada, F esde orden 3.
La matriz F esta determinada por una condicion sobre cada uno de sus elementos
a) Los elementos de la matriz F son:

f,=1puesi=1y j=1,entonces i=j
3
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f,=22=4puesi=1ly j=2,entonces i< j

f,=23=6 puesi=1y j=3,entonces i< j
f,=1"-22=-3puesi=2y j=1,entonces i> j

f,=1puesi=2y j=2,entonces i=j 1
f,=23=6puesi=2y j=3,entonces i< j Entonces F=| -3 1 6
f,=1"-23=-5pues i=3y j=1, entonces i > j 5 2 1
f,=2"-23=-2puesi=3y j=2,entonces i> ]

f,;=1pues i=3y j=3,entonces i= j

b) Las3filasde F son: F=(1 4 6); F,=(-3 1 6) y C,=(-5 -2 1)
1 4 6

¢) Las3columnasde F son: F'=|-3|; F’=| 1| y F°=|6
-5 -2 1

lqualdad de matrices:

Dadas dos matrices de igual orden, se dice que son iguales si tiene los mismos elementos en las
mismas posiciones, es decir:

“Sean AeR™ A BeR™: A=B < a;=b; V 1<i<m A 1<j<n”

Ejemplos:
-2 5 1 -2 5 1

1) A= 4 3 8|; B=| 4 3 8| A=B puestodos loselementosde A y B coinciden.
-2 -9 3 -2 -9 3

1 -5 3

fila 1 columna 3 de A no coincide con el elemento de la fila 1 columna 3 de B, aunque los
demas elementos de A y B coinciden.

0 4 2 0 4 3
2) A= j; B=[1 c 3} A=B pues a,=-2 y b, =3; el elemento de la

2 -3
2 5 8 3x2 2x3
3) A=|5 4 ;B=| | A=Bpues AcR™ y BeR”
8 -2
a,=0,, = 4=2x =
o acft ) e[ Z ) g a,=b, = -2=-2
5 1) T T x#3y vy ~° < la,=b,, = 5=x+3y = 5=2+31L"
a,,=b,, = 1=y
X=2
A=B < {
y=1

Prof: Alejandra C. Zaia Apunte Tebrico 1



Algebra— U.C.E.S. Matrices — Determinantes — Sistemas de ecuaciones

a,=b, = 4=2x = [x=2
4 -2 2x 4 a,#b, = -2=#4
5 A= ; B= A=B
) (5 1) [x+3y yj #E PRI N, —b, = 5=x4+3y = 5=2431"
a,=b, = |[l=y

y=1
Eso significa que no existen valores de X ni de y que permitan que A=B (aunque se han
encontrado candidatos)

X =
A= B apesar de hallar {

Algunas matrices importantes:

A medida que vayamos estudiando algebra, nos vamos a ir encontrando con algunas matrices que son
importantes por sus propiedades. Estas son:

Matriz nula: Es la matriz que tiene todos sus elementos iguales a cero. En general la notaremos como
N .Entonces, Ne R™" eslamatriznula < n;=0 V 1<i<m A 1<j<n

Ejemplos:

0
000 0 00O 0 00
N=/0 0 0|eR*; N= eR*; N=| |eR"; N= eR*?*; N=(0)eR™
0 00O 0 00
0 0O
0
Matriz fila: Es una matriz formada por una filay n columnas, por lo tanto, es de orden 1xn, también
llamada vector fila: F=(f, f, - f, )eR™
Ejemplos:

A=(5 -2 4)eR*, B:[o >4 _5JERM; C=(-2 —4)eR*; N=(0)cR™

Matriz columna: Es una matriz formada por m filas y 1 columna, por lo tanto, es de orden mx1,
Ciy

-7 C X,
también llamada vector columna: C =| 2 |e R™

le
Ejemplos:
2 3
4 4x1 0 2x1 3x1 Ix1
A= ! eR™: B= 4 eR”: C=|-2|eR™; Nz(O)eR
2
-2

Matriz traspuesta: Dada una matriz A= (aﬁ )Kigm e R™", se denomina matriz traspuesta de A,y se
1<j<n

nota A' a la matriz que se obtiene cambiando filas por columnas de A (o columnas por filas de A):
A =(a) )yejen €R™.

1<i<m
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Nota: V AeR™": (A‘)t:A

Ejemplos:
2 31 2.3
Si A= eR?®, entonces A'=| -3 4 |eR*?
5 4 7
1 7
4 -1 4 5
Si B= eR*?, entonces B' = e R*?
5 2 -1 2
1

-2
SiC=(1 -2 5 —4)eR™, entonces C' = : e R*

4
1 6 -2 1 6 -2
SiE=| 6 4 0 |ecR* entoncesE'=| 6 4 0 |eR*®
-2 0 3 -2 0 3

Matriz cuadrada: Es una matriz que tiene igual cantidad de filas que de columnas, es decir, A es una
matriz cuadrada si A es de orden nxn y se suele decir que es de orden n. Muchas veces se nota A,

para indicar que Ae R™.

Ejemplos:
2 1 -2 3
4 -1 5 1 4 3 44 -
- - cR**: B= eR??: C=[3 2 1 |eR*
1 3 4 6 2 —
4 1 -6
5 2 8 3

Cuando tenemos una matriz cuadrada, podemos definir algunos elementos:
+ Diagonal: La diagonal de una matriz cuadrada A<R™" est4 formada por los elementos
delaforma a;, con 1<i<n: a&;;a,;a,;; &
En los ejemplos anteriores:

nn *

+ Traza: La traza de una matriz cuadrada A<R™" es la suma de los elementos de la
diagonal, es decir Tr(A)=a, +a,, + 85 +---+a,,
En los ejemplos anteriores:
Tr(A)=2+(-1)+4+3=8;
Tr(B)=4+(-1)=3;
Tr(C)=4+2+(-6)=0
6
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Dentro del conjunto de matrices cuadradas, también hay matrices que son importantes:
B Matriz triangular superior: Es una matriz cuadrada cuyos elementos por debajo de la diagonal

son nulos: Ae R™ es triangular superior <« a;=0 VvV 1<j<i<n

Ejemplos:
2 4 -2 1
0 -1 0 3 5 -3 46
A= _o 5 2| Bz[o _1]; C=0 0 =2
B B 0 0 4
0 0 0 3

B Matriz triangular inferior: Es una matriz cuadrada cuyos elementos por encima de la diagonal
son nulos: Ae R™ es triangular inferior < a;=0 VvV 1<i<j<n

Ejemplos:

2 0 0O
-1 0
5 0 0O 1 0
A= : B= : C=| 4 2
2 -3 50 -2 3
2 -2 4
2 0 4 3

B Matriz_diagonal: Es una matriz cuadrada cuyos elementos fuera de la diagonal son nulos:
AeR™ esdiagonal <« a;=0 V 1<i#j<n

Ejemplos:
2 0 0O 4 0 0O
5 0 0
1 0 0 00O 0 400
A= X B={0 -2 0]; C= X E=
0 4 0 050 0 0 40
0O 0 4
0 0 0 3 0 0 0 4

Una matriz diagonal se puede pensar como una matriz que simultaneamente es triangular superior
y triangular inferior.
Nota: La matriz nula es una matriz diagonal.

B Matriz escalar: Es una matriz cuadrada cuyos elementos fuera de la diagonal son nulos y los de
la diagonal son una misma constante, es decir, A es una matriz escalar si A es diagonal y los
elementos de la diagonal son la misma contante:

a; =0 Vv 1<izj<n

AeR™ A esescalar < L
a; =k V 1<i=j<n

AeR™, A diagonal esescalar < a;=k V 1<i<n

Ejemplos:
- 100 0 %o o
A:(o 2]; B=10 105 =0 0 3 o0
00 1 B
0 0 0 -3

Nota: La matriz nula es una matriz escalar.

B Matriz identidad: Es una matriz cuadrada cuyos elementos fuera de la diagonal son nulos y los
de la diagonal son 1. Esta matriz se notara siempre como | cuando se conoce la dimension, o
bien como |, para indicar que es de orden n, ya sea porque no se conoce su dimension o porque
se puede requerir la matriz identidad de distintos 6rdenes.
| es la matriz identidad si | es escalar y los elementos de la diagonal son 1:

a;=0 V 1<i=zj<n

a;=1 VvV 1<i=j<n

.
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| eR™, | diagonal es la matriz identidad < a;=1 V 1<i<n

Ejemplos:
1
10 0 0 0O
10 0100
I2:01; I,=/0 1 Of; I4=0010
0 01
0 001

Nota: La matriz identidad es una matriz escalar.
Matriz simétrica: Es una matriz cuadrada cuyos elementos son simétricos respecto a la diagonal:

AeR™ essimétrica < a;=a; V 1<i<n, V 1<j<n

Otra forma de definir matriz simétrica; Ae R™™ essimétrica < A=A"

Ejemplos:
2 5 -3 1
-1 4 2
5 0 2 -4 1 -2
A= : B= : C={4 2 O
-3 2 5 8 -2 3
2 0 4
1 -4 8 6

Verifica que, en cada caso, la matriz coincide con su traspuesta.

Nota: Toda matriz diagonal es simétrica, entonces las escalares también y por lo tanto son
simétricas las matrices nula e identidad.

Matriz antisimétrica: Es una matriz cuadrada cuyos elementos simétricos respecto a la diagonal

son opuestos: AeR™ esantisimétrica < a;=-a; V 1<i<n, V 1<j<n

Otra forma de definir matriz antisimétrica: Ae R™" es antisimétrica < A=-A
Para respetar la definicion de matriz antisimetrica: a; =—a;; V 1<i<n, V 1<j<n,en
particular se debe verificar a;, =—a, Vv 1<i<n,oseatambién lodeben verificar los elementos

de la diagonal, pero para que esta condicion se cumpla, debe ser 2a, =0=a, =0, por lo tanto,
una matriz antisimétrica tiene los elementos de la diagonal nulos.

Ejemplos:
2
23 (5J 2 4 0 4 0 =62
Al 2 0 8] B=[4oj; I
B 2 0 0
1 4 -8 0

Verifica que en cada caso, la matriz coincide con la opuesta de su traspuesta.
Nota: La Unica matriz diagonal que es antisimétrica es la matriz nula.
Matriz ortogonal: Es una matriz cuadrada que verifica que su inversa es su traspuesta, es decir:

AcR™ esortogonal < A'=A', oexpresado de otra forma:
AeR™ esortogonal < AA =A.A=I,

Para que una matriz sea ortogonal, debe cumplirse que los vectores columna que la forman sean
ortonormales dos a dos.

Ejemplos:
12 2
0 0 01 \/51 3 3 3
1 000 9 9
A= ; B:Z 2, ngl_g
0010 1\/3? 3 3 3
0100 2 2 2 2 1
3 3 3
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Si bien estos son ejemplos de matrices ortogonales, atn no es posible verificarlo puesto que faltan
los conceptos de vectores ortonormales, de producto de matrices y de matriz inversa.
Nota: La Gnica matriz diagonal que es ortogonal es la matriz identidad.

B Matriz idempotente: Es una matriz cuadrada que verifica que es igual a su cuadrado, es decir:

AcR™ esidempotente <« A’=A

Ejemplos:
11 4 -3 1 1000
2 2 0100
A= : B=| 5 4 -1 C=
11 5 _3 9 0 01O
2 2 0 001

Si bien estos son ejemplos de matrices idempotentes, ain no es posible verificarlo puesto que
falta el concepto de producto de matrices, y por lo tanto, de potencia de matrices.
Nota: La unica matriz diagonal que es idempotente es la matriz identidad.

B Matriz involutiva: Es una matriz cuadrada que verifica que su cuadrado es la identidad, es decir:

AeR™ esinvolutiva < A*=1,

Ejemplos:
1 0 0 O
1 0 O
0O -1 0 O 2 3
A= : B= : C=0 1 O
0O 0 -1 O -1 -2
-1 -1 -1
0O 0 0 -1

Si bien estos son ejemplos de matrices involutivas, ain no es posible verificarlo puesto que falta
el concepto de producto de matrices, y por lo tanto, de potencia de matrices.
Nota: Las unicas matrices diagonales que son involutivas son las que tienen 1 o (-1) en la diagonal,
en particular, la matriz identidad.

B Matriz nilpotente: Es una matriz cuadrada que verifica que alguna de sus potencias es la matriz
nula, es decir: Ac R™ es nilpotente < JkeN:A*=N.
El minimo numero k € N que cumple esta condicion se denomina indice de nilpotencia de A y
verifica: k<n yademas, VpeN, p>k: AP=N

Ejemplos:
0 2 1 6
00 21 6 -9 > 32
A= ; B= ; C=(15 9 6
0 0 0 3 4 -6
10 6 4
0 0 0O

A tieneindice 4: k=4; B tieneindice 2: k=2; C tiene indice 2: k=2

Si bien estos son ejemplos de matrices nilpotentes, atin no es posible verificarlo puesto que falta
el concepto de producto de matrices, y por lo tanto, de potencia de matrices.

Nota: Las matrices triangulares que ademas tienen la diagonal solo formada por ceros son
nilpotentes.
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Método de Gauss- Jordan:

Dada una matriz Ae R™", el método de Gauss-Jordan sirve para hallar una matriz equivalente a A
(en muchos temas de &lgebra la podriamos utilizar a cambio de A), pero que tiene muchos ceros. La
definicion formal de matriz equivalente sera vista en la UNIDAD TEMATICA N° 3.

Iremos viendo como es el procedimiento a traves de un ejemplo:

1 3 -1 0 -2
2 1 0 3 4 s
Sea A= ; AeR
-1 2 -1 -3 -6
pivote__s_ 4 7 2 3 0
1193 -1 0 -2 —— ,
:':"2:’ 0 3: 4 i 1) Vamos a elegir un pivote (siempre se marca): ay
i —12—1—3—6 >Paso 1 Un pivote: - es un nimero distinto de 0 (cero)
| ' - preferiblemente un 1 (uno)
4 7 -2 3 0 - preferiblemente que se encuentre en una fila y/o
P 0 -1 columna que tenga “muchos” ceros.
r i U U Pasos 2; | \/amos a armar la nueva matriz:
" 2.1 03 4 3y4 | 2) Copiamos la fila del pivote.
e D 0 -1 D D 3) Sien lafiladel pivote hay un cero, copiamos la columna donde
r _ Paso 5/] esta dicho cero.
a < D 0 2 D D Si en la columna del pivote hay un cero, copiamos la fila
o O donde esta dicho cero.
2/' 5 1 0 3 4 4) Rellenamos la columna del pivote con ceros
¢ Necesitamos llenar los lugares vacios. Para ello, vamos a pensar
r 0 -1 en “cuadrados imaginarios” de cuatro nimeros, cuyos vértices
i ~ 0 ) ~ — opuestos estén formados por el pivote y un lugar a completar, y
z 10 realizaremos la siguiente operacion:
Paso - - - »Paso 1 5) Pivotes(el niimero buscado) — producto de la otra diagonal
No podemos elegir la fila 2, y en las Pivote
. ag.d, —d -.Cli
otras filas, NO tenemos unos, entonces | gyscamos el lugar a,,: ), = i "kh  "kiih
elijamos un pivote de manera que a;
tengamosl Ia_rlnayor Icantldadd ;je. 6) Comenzamos de nuevo. CONDICION: el nuevo pivote
g , cerosen lafilay columna del pivote. elegido debe estar en una fila y columna distintas a las
e[ (5 0 -1 -9 -14 elegidas anteriormente (alcanza con elegir fila distinta).
g 2 1 0 3 4 Pasos 2:| El proceso se realizara hasta que no pueda tomar més pivotes.
ﬁ D 0 0 D D 3y4 | Lacantidad de veces que se realizara el proceso serd a lo sumo, la
q cantidad de filas que tiene la matriz.
0 0 ; ) )
a < D D D Cuentas: Primera Matriz obtenida
vl (5 0 -1 -9 -4 1.1-3.2 1.(-6)-2.4
Paso5  Y9n = == ay, =——-——=-14
a 2 1 0 3 4 1 3 1
E 0 0 0 0 0 14:1.0—3.3=_9
i 0 0 0 0 0 1 _l4-72_ o
z 1.(-2)-3.4 ! 1
Paso 6 s =7 =-14 _13-73_ o
No podemos elegir la fila 2, pero CL(-1)-22 s " 1
tampoco la fila 1. En las dos que ) 1 - . = 1.0-7.4 _ o
quedan, s6lo hay ceros. 1.(-3)-23 43 1
Se termino el proceso. ay, = 1 =-9
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| Cuentas: Segunda Matriz obtenida |

(=1)-(=10)~(-5)-(-2)

;) = : = a, = =0
) -1 -1
o, <)-ED o _EDE)-(9)(2)
34 1 44 1
L D)) o (ED(28)-(14)(-2)
35 1 as 1

Este proceso lo utilizaremos para hacer casi todas las cuentas en los temas futuros.
VVeamos otro ejemplo:

2 -1 1 3
B - 1 4 0 2
3 6 2 4
3 2 01
2 -1 3
1 4 0 2
3 6 2 4
3 2 01
Elegimos este

pivote porque es
un 1 y en la
columna  hay
dos ceros.

Los otros 1 de la
matriz no tienen
tantos ceros en
sus filas o sus
columnas.

; B c R4><4

2 -1 1
@ 0
=1 [-4] o

2 0 1

-Copiamos la fila del
pivote.

-En la columna del
pivote hay cero en la
segunda y cuarta
filas: las copiamos.
-Completamos la
columna del pivote
CcON Ceros.
-Buscamos los
demaés lugares.
-Elegimos un 1 como
nuevo pivote (no
puede ser de la

2

0 [-9] 1 []
1 4 0 2

o [o] o [o
0 [-10] o [G5)

-Copiamos la fila del
pivote.

-En la fila del pivote
hay un cero en la
tercera columna: la

copiamos.
-Completamos la
columna del pivote
CON Ceros.
-Buscamos los demas
lugares.

-Elegimos el nuevo

pivote (no puede ser
de la primera ni de la

primera fila). segunda fila). Por
ejemplo, tomemos el
-5.
Otro ejemplo:
2 1 4
1 0 -2
C=|3 1 . CeR®
1 1
4 1 I,Filacopiada
(201 4 0 1
2 @ 4) (D o -2
1 0 2| . 1 0 -2
3 1 2| - 0 0 o
1 1 6 0 0 0 o
4 1 0 0 0 0 IEI

N
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olumna copiada

0 [-71 1 o
1 o] o o
0 0 0 O
0 -10 0 -5

-Copiamos la fila del
pivote.

-En la fila del pivote hay
un cero en las primera y
tercera columnas: las
copiamos.

-En la columna del pivote
hay un cero en la tercera
fila: la copiamos.
-Completamos la
columna del pivote con
Ceros.
-Buscamos  los
lugares.

-Ya no podemos elegir
pivote porque la nica fila
no utilizada es de ceros.

demas

Ya se termind el proceso
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Rango de una matriz:

Formalmente, se denomina rango fila de una matriz A R™" a la cantidad de filas linealmente

independientes y se denomina rango columna de una matriz Ae R™" a la cantidad de columnas
linealmente independientes.

El problema de la definicion es el concepto de linealmente independiente, que veremos recién en la
UNIDAD TEMATICA N° 2.

Ademas, en la UNIDAD TEMATICA N° 3 demostraremos que rango fila es igual a rango columna.
Por lo tanto, hablaremos de rango de una matriz y lo notaremos Rg (A)

El concepto de rango de una matriz serd muy Util a la hora de tomar decisiones en determinados
temas, por eso lo definimos ahora, aun cuando nos faltan conceptos para la definicion.

Tanto en lo que resta de la UNIDAD TEMATICA N° 1 como en la UNIDAD TEMATICA N° 2,

trabajaremos buscando el rango fila, entonces vamos a redefinirlo a partir de los conceptos conocidos
hasta ahora:

“Se denomina rango de una matriz Ae R™" a la cantidad de filas NO nulas que tiene una matriz
equivalente a A, luego de aplicar en método de Gauss-Jordan hasta el final.”

Por lo tanto, cuando busco el rango de una matriz, simplemente se le aplica el método de Gauss-
Jordan y se ve la cantidad de filas no nulas que quedaron: ese nimero sera el rango.

Siempre el rango coincide con la cantidad de pivotes tomados para hacer el proceso de Gauss-Jordan.
Por ejemplo, veamos las matrices a las cuales ya le hemos aplicado el proceso de Gauss- Jordan:

1) AeR*. Luego de hacer el proceso de Gauss-Jordan, quedd una matriz equivalente a A cuyas
dos primeras filas son NO nulas, entonces Rg(A)=2.

2) BeR**. Luego de hacer el proceso de Gauss-Jordan, quedd una matriz equivalente a B que
tiene las dos primeras y la cuarta filas son NO nulas, entonces Rg ( B) =3.

3) CeR™. Luego de hacer el proceso de Gauss-Jordan, quedé una matriz equivalente a A cuyas
dos primeras filas son NO nulas, entonces Rg(A)=2.

El rango de una matriz A< R™" siempre es menor o igual al minimo nimero de filas y columnas que
tiene A: Rg(A)<min{m;n}.

Si Ae R™" verifica que Rg (A) =n se dice que A tiene rango maximo.

2 6 4
4) Hallar el rango de A:G gj yde B={-3 -9 6
-1 -3 2
a) Para A: (52 gj ~ ((2) é} ~ (3 _2] Todas las filas son no nulas: Rg(A)=2
2 6 -4 0O 0 O
b) ParaB: |-3 -9 6| ~ | 0 0 0| Unafilaesnonula: Rg(B)=1

) -3 2 -1 -3 2
NOTA:
Nunca se pueden anular todas las filas de una matriz A= N, es decir, si A esno nula, Rg(A)=0.

En particular, Rg(N ) =0 (no puedo tomar pivotes pues todas sus filas son nulas).
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Operaciones de matrices:

Si nos remitimos al ejemplo introductorio, la matriz que nos indica las ventas navidefias de la empresa
a las cadenas la obtuvimos sumando las matrices que representan las ventas de diciembre y las de
enero, mientras que las matrices que representan las ventas de junio y octubre las obtuvimos
duplicando la matriz que representa un mes normal, en nuestro caso, febrero.

Esta posibilidad de analisis sobre las ventas en determinados meses nos conduce a definir operaciones
para las matrices.

Adicidn de matrices:

Sean A=(a; )i €R™ Y B=(b; ). €R™" , se denomina matriz sumaentre A y B a la matriz
1<j<n I<j<n

A+B= [(aij + bij )ij :|J§i<m e R™"

1<j<n

Ejemplos: \
2 -1
1 A= 4 5 R*?
) 3 4 < 2+5 -1+3 7 2
5 b = A+B=|4+(-6) 5+2 =2 7 |eR™
B=| 6 2 |eR* —3+(-2) 4+l >3
-2 1
)
-1 0 1 )
2) A=| 2 -1 4|eR®*®
0 1 3 —14+5 0+(=2) 1+(-1)) (4 =2 0©
o 4 v =>A+B=| 2+4 -1+5 4+(-3)|=|6 4 1|eR™
B=|4 5 -3 ER3X3 0+2 1+(—3) 3+(—1) 2 -2 2
2 -3 -1
)
-1 2 )
3) A=( jeRM
4 -6 —-1+1  2+4(-2)) (0 0 2
1 o *=> A+B= = eR
-2 5

J

Propiedades de la adicién de matrices:

@ ey de composicion interna o ley de cierre:

@ Propiedad Asociativa:

V AcR™y VvV BeR™":

A+BeR™

V AcR™; vV BeR™yV CeR™: (A+B)+C=A+(B+C)
@ Existencia de elemento neutro:

3 N eR™ que verifica V AcR™: A+N=N+A=A
N es la matriz nula.

Prof: Alejandra C. Zaia

13

Apunte Tebrico 1



Algebra— U.C.E.S. Matrices — Determinantes — Sistemas de ecuaciones

@ Existencia de elemento simétrico:
Vv AeR™", 3 A'e R™" que verifica: A+A'=A'+A=N
A'=—A, es la matriz opuesta de A (todos los elementos de
—A son los opuestos de los correspondientes elementos de A)

Por verificar estas cuatro propiedades, el conjunto de las matrices de orden mxn, con la operacion
aditiva, (Rm”‘;+) tiene una estructura algebraica de grupo (UNIDAD TEMATICA N° 2).

@ Propiedad Conmutativa:
VAeR™yV BeR™: A+B=B+A

Por verificar estas cinco propiedades, el conjunto de las matrices de orden mxn, con la operacion
aditiva, (R’“X“;Jr) tiene una estructura algebraica de grupo abeliano (UNIDAD TEMATICA N° 2).

Sustraccion de matrices:

Sean A=(a; )icn €R™" Y B=(b; )icn € R™ , se denomina matriz resta entre A y B a la matriz

1<j<n 1I<j<n
A-B=A+(-B)
De esta manera, pensaremos la sustraccion como una adicién, y asi podremos asegurar que se
verifican las propiedades de la adicion y operar matrices de la misma manera.

Ejemplos:
2 3
1) A=j4 -2 23 (-4 2 6 5
13 y =A4-B=|4 2|+|3 5|=|7 -7
4 =2 13 )21 2 (=2 5
B=|-3 5
1 -2
)
1 2 -1
2 A=|5 2 =3 1 2 -N (4 =2 1Y (5 0 0
1 0 -2 B B
4, oy p=A-B=|5 2 343 2 2]=[2 4 S
N . 10 —2) |2 -4 3] (-1 4 1
2 4 -3
)
3 A(—l 2)
= 1 2 1 -2\ (=2 4
4 6 = A-B= - =
6) \=2 s 6 —11
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Definicion de escalar:

Se denomina escalar a un numero real que se lo considerard elemento en si mismo. Por ejemplo, si
necesito sumar una matriz A dos veces, puedo hacer A+ A o bien podria pensar en el concepto
primario de multiplicacion, y hacer “sumo 2 veces la matriz A”, que notariamos 2- A. El nUmero 2
es el escalar. La idea de “sumar muchas veces” se podria generalizar para cualquier nimero real.

De esta manera, desde ahora trabajaremos con dos conjuntos, el de los nimeros reales, R, y el de las
matrices de un determinado orden, R™".

Normalmente, a los escalares se los representan con letras griegas.

Producto de una matriz POR un escalar:

Sean A:(aij )Kigm eR™ y Ae€R, se denomina matriz producto entre 4 y A a la matriz
I<j<n

A-A= |:(ﬂ,.aij )ij :|]5i<m e R™" .

1I<j<n

Ejemplos:
2 3 2.(—2) 2.3 —4 6
1) A=|6 -5|eR™®y =2 = 2:A=|26  2(-5)|=|12 -10 eR*>
-3 2 2.(-3) 22 —6 4
1 0 1 3 0 -3
2) A=| 2 -1 4|eR*® y 1=-3 -~ -3-A=|-6 3 -12|eR*®
0 1 3 0 -3 -9
3
3) A: 3 _2 ERZXZ y ﬂ/:—l — (_E)A: 2 ERZXZ
4 5 2 2 5 5
2

Propiedades del producto de una matriz por un escalar:

@ ey de composicion externa:

VAeR™ y V 1eR: A-AeR™
@ Propiedad Asociativa Mixta:

V AeR™; V 1eR YV aeR: (la)-A=1-(a-A)
@ Existencia de elemento pseudoneutro:

3 1R que verifica V. AeR™: 1.-A=A-1=A
@ Propiedad Conmutativa Mixta:
V AcR™yVY AeR: A-A=A-1
@ Propiedad Distributiva respecto a la adicién de matrices:
V AeR™"; vV BeR™yV 1eR: /1.(A+B):/1-A+/1-B
@ Propiedad Distributiva respecto a la adicion de escalares:
V AeR™; V 1eRYyV aeR: (A+a)-A=1-A+a-A
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Por verificar las cinco propiedades de la adicion y las seis propiedades del producto por un escalar,
el conjunto de las matrices de orden mxn, con la operacion aditiva, y el conjunto de nimeros reales

con la posibilidad del producto de una matriz por un escalar, (R”‘*”;+;R;-) tiene una estructura

algebraica de espacio vectorial (UNIDAD TEMATICA N° 2).

Estas once propiedades se las conoce como axiomatica de espacios vectoriales, en este caso, R™":
son todas propiedades que podemos verificar que se cumplen pero que no se pueden demostrar, es
natural que se verifiquen.

Hay otras propiedades, que se verifican con ambas operaciones que no son parte de la axiomatica,
puesto que son posibles demostrar a partir de la axiomatica. Aca sélo seran enunciadas; sus
demostraciones estan en el apéndice.

Propiedades de las operaciones con matrices:

Sean AeR™", BeR™", 1R
1) Vv AeR™" y 0eR (cero: el elemento neutro para la suma en R ), entonces,
0-A=N (N matriz nula)

2) V AeR y NeR™" (N matriz nula, el elemento neutro para la sumaen R™"), entonces,
A-N=N

3) SiA-A=N = 1=0 v A=N
4) -1-A=-A

5) —(A+B)=—A-B

6) 2-(A-B)=4-A-1-B

7) (A+B) =A +B'

8) (1-A)=4-A

9) V AcR™, Vv BeR™, Tr(A+B)=Tr(A)+Tr(B)
10) V AeR™, Tr(A-A)=ATr(A)

11) V AeR™: A+ A" es simétrica

12) V. AeR™: A-A' es antisimétrica

13) V AeR™: A se puede escribir como la suma de una matriz simétrica y una antisimétrica.

16
Prof: Alejandra C. Zaia Apunte Tebrico 1



Algebra— U.C.E.S. Matrices — Determinantes — Sistemas de ecuaciones

Producto escalar o producto interno:

Sean V =(X;X,; X3+ %, ) Y W=(Y1;¥,: Y- Y, ) dos vectores de R" (matrices fila), se denomina

producto escalar o producto interno entre los vectores V. y W al nimero real que se obtiene de la
siguiente manera:

VoW =X, + XY, + X5 Y3 4+ XY,
Ejemplos:
1) v=(L-2;35)

w=(53-2;1)
2) V=(32-1)
w=(5;2;3)
3) V=(23-354)
W=(4;2;8;2;0)

4) Sea p= (15; 20;12) es vector que representa los precios de tres bienes A, By C que Maria compré

} = Vew=1.5+(-2).3+3.(-2)+5.1 = Vew=-2

} = Vew=3.5+22+(-1).3 = vew=16

} = Vew=24+32+(-3).8+52+4.0 = vew=0

en el supermercado, y sea C =(4;2;3) el vector que representa las cantidades de cada uno de los

bienes comprados, respectivamente. El producto escalar pc =15.4+20.2+12.3=136 representa
la cantidad abonada por Maria en el supermercado.

Propiedades del producto escalar: (demostradas en el apéndice)

Sean veR", weR", ieR", 1eR

1) Vv >0

2) V=0 < v=0

3) VeW=WeV

4) Ve(W+U)=VeW+Vel

5) (A-V)sW=A-(VeW)

6) Si vew=0 ¢
angulo recto).

Ve (A W)= A-(VeW)
#0, los vectores V. 'y W se denominan ortogonales (determinan un

Producto de matrices:

Sean Ae R™" y BeR™P, se denomina producto entre las matrices A y B ala matriz AB e R™P
que se obtiene realizando el producto escalar entre cada filade A y cada columnade B.
Como vimos en la definicion de matrices, podemos notar a las matrices por filas o por columnas:

A

Sea AeR™", A= A2 donde A es la i—ésima fila de A, A eR" es un vector fila, y sea
A

BeR™P, B=(Bl B ... Bp) donde B’ esla j—ésima columnade B, B! € R" es un vector

columna, entonces la matriz AB = [(A-Bj )u }1<i<m Por lo tanto ABeR™".
1§j;p
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Es importante tener en cuenta que tanto las filas de A como las columnas de B son vectores de R",
de la misma dimension. De no ser asi, no esta definido el producto escalar entre ellos, y por lo tanto,
no es posible hallar el producto de las matrices.

Ejemplos:
> 4 3 2
1) A=| 2 4,|3=(25 sj
-3 2
a) Hallar A.By determinar su orden.
_ A=(5 -1
> 4 3 2 ( ) (A (3 s (2
AB=| 2 4| , o o |oon 4=(2 4) B=| [iB=_]B=
-3 2 A.z:(_?’ 2)

Entonces, como las filas de A y las columnas de Bson vectores de R?, realizamos los
siguientes productos de R? para obtener AB:

A-B'=(5 —1)( z]=5.4+(—1).(—2)=20+2=22 \

AB*=(5 1){%53 (-1).56=15-5=10 3{(43
1)

Al.BSZ( ( )8 10-8=2 \_coinciden /
AB' =(2 (2]=24+4 2)=8-8=0 Ordende A.B:3x3
3 22 10 2
2
A-B =( [5] 23+45=6+20=26 > AB=| 0 26 36
2 -16 1 10
AZ-B3:( [8) 22+48=4+32=36
N 4
AeB = 3 2)( 2j——34+2 2)——12 4=-16
) 3
A-B° = 3 2 5 =-33+25=-9+10=1
AB*=(-3 2)(8]——32+28_—6+16=10 ]
b) Hallar B.A y determinar su orden.
5 -1
4 3 2
B.A= |12 4
-2 5 8
-3 2

Como ahora necesitamos hacer B.A, vamos a hacer el producto escalar de las filas de B por
las columnas de A
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Entonces, como las filas de B y las columnas de A son vectores de R®, realizamos los
siguientes productos de R® para obtener B.A:

: | B.A

BLA'=(4 3 2) 2 |=45+32+2(-3)=20+6+(-6)=20
2x[3
3 xxz
\ﬂvidﬂ/
-1
BLAY=(4 3 2) 4|=4(-1)+34+22=—-4+12+4=12 Ordende AB:2x2
2 (20 12}
B.A=
S 24 38
B, A'=(—2 5 8) 2 |=(-2)5+5.2+8,(-3)=—-10+10—24=-24
-3
-1
B,A’=(-2 5 8) 4 |=(-2).(-1)+5.4+8.2=2+20+16=38
2
2 -1
5 1
2) A=|4 3 ,B:[ j
3 4
1 2

a) Hallar A.B y determinar su orden.
Como las filas de A y las columnas de Bson vectores de R?, realizamos los siguientes

productos de R? para obtener AB: A B

AB=(2 _1)@ 10+(3)=7 ) .

A+B?=(2 1)( ] 2+4=6 —
coinciden

Az°Bl =( (:J 20+9=29 Ordende A.B:3x2
1 > 7 6
B*=(4 3) -12)=-8
& ( (—4] 4+(-12) AB=29 -8
B=(1 2 ° =5+6=11 11 =7
A 3

AB?=(1 2)[_3 =1+(-8)=-7

b) Hallar B.A y determinar su orden.

B.A

7% ﬂ 2 No tiene sentido hacer B.4 en este caso

NO coinciden

19
Prof: Alejandra C. Zaia Apunte Tedrico 1



Algebra— U.C.E.S. Matrices — Determinantes — Sistemas de ecuaciones

2 1 -2 2 6 4
3 A=| 5 8 3| B=|1 -3 -1
2 4 -3 4 1 -3
a) Hallar AB y determinar su or AB
2 1 2)\(2|6 4 713 3 Qs

AB=| 5 8 31||1|-3 -1 30 9 3 \coinciden/

2 4 3|41 3 -2 =21 -3 Ordende A.B:3x3
b) Hallar B.A y determinar su orden. AB F BA

B.A

2 6 4 2 1|2 26 66 2 3><><3
BA=||]1 -3 -1} 5 8| 3 -11 -2

~ 7 coinciden
4 1( -3)\-2 4 |-3 19 0 4

Ordende A.B:3x3

Conclusiones:

e En el ejemplo 1, podemos ver que se puede hallar el producto A.B vy el producto
B.A, pero las dos matrices obtenidas son de distinto orden.

e Enelejemplo 2, se puede hallar el producto A.B pero el producto B.A no se puede
hallar porque no coinciden la cantidad de columnas de B con la cantidad de filas
de A, esdecir, las filas de B y las columnas de A no tienen la misma cantidad de
coordenadas, y por lo tanto no podemos hallar los productos escalares en este caso.

e En el ejemplo 3, podemos ver que se puede hallar el producto A.B y el producto
B.A,y ademas, las dos matrices obtenidas son del mismo orden, pero son distintas.

Es necesario tener en cuenta cual es el producto que podemos realizar y cual nos piden
que realicemos, porque podemos llegar a resultados no deseados.

Propiedades del producto de matrices:

@ Ley de composicion interna:
Esta propiedad NO se cumple. Para multiplicar matrices es necesario tener en cuenta que
coincidan cantidad de columnas de la primera con cantidad de filas de la segunda, lo que ya nos
esta diciendo que no siempre es posible multiplicar. Ademas, el orden del producto, cuando este
existe, también depende del orden de cada una de las matrices, por lo tanto no se puede
generalizar.
NOTA: V AcR™ y Vv BeR™: ABeR™, es decir, si sélo trabajamos con matrices

cuadradas de orden n, Si se verifica la ley de composicion interna.

@ Propiedad asociativa:
¥ AeR™", V BeR™, v CeRP“: A(BC)=(AB)C

@ Existencia de elemento neutro:
Sea AeR™". Si existe elemento neutro, llamémoslo E , este es Gnico (UNIDAD TEMATICA
N° 2) y debe verificar: AE=E.A=A.
La matriz identidad es la matriz que cumple con la condicion Al = A y también |.A= A, pero
| es una matriz cuadrada, y si analizamos la situacién veremos:
20
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m><><n mxn hn [m_—/_-[n
[.A=A4 = I=1,
mx[m|[m|xn mxn

I,, se denomina neutro a derecha.
I, se denomina neutro a izquierda.

Entonces, si Ae R™" NO HAY elemento neutro. Sélo podria existir en el caso que m=n.
NOTA: 3 I, e R™ que verifica V. AeR™: Al,=1,, A=A
I, es la matriz identidad.

@ Existencia de elemento simétrico:
Sea AeR™". Si existe elemento simétrico, Ilamémoslo A’, este es Unico (UNIDAD
TEMATICA N° 2) y debe verificar: AA = A.A=E . Como vimos en el anterior item, no existe
en este caso elemento neutro, por lo tanto no se le puede pedir a un producto que dé por resultado
el neutro. En este caso NO existe elemento simétrico.

NOTA: Sea A<R™", como en este caso particular si hay elemento neutro, tiene sentido buscar
A eR™ que verifique AA'=A.A=1,. Si dicha matriz existe, la notaremos A'=A" vy la
denominaremos matriz inversa de A.

Entonces, si AcR™" tiene inversa, lainversaes A e R™ y verifica AA"=A"A=1,.

Paraque AeR™" tenga inversa, entonces A debe tener rango maximo, rango n: Rg(A): n

Una matriz que tiene inversa se denomina inversible, regular o no singular.
Por ejemplo, si

31 L (2 -
A= ,entonces A= pues
5 2 5 3
L (3 1)(2 -1 (10
AA* = . -
5 2)|-5 3) (01
B 2 -1(3 1) (1 0
At A= . -
5 3/{5 2) 01

Hallar la inversa de una matriz, si existe, no es trivial. Hay varios métodos para ello: por adjunta,
por sistemas de ecuaciones lineales (Gauss-Jordan), por diagonalizacion, por el teorema de

Cayley-Hamilton. Iremos viendo cada método a lo largo de la materia, pero aun nos faltan
algunos conceptos.

@ Propiedad conmutativa:
Como vimos a través de los ejemplos, la propiedad conmutativa NO se verifica, ya sea porque
los productos son de distinto orden, o se puede hallar el producto A.B pero el producto B.A no
se puede hallar, o bien, las dos matrices obtenidas son del mismo orden, pero son distintas.
Entonces, en general AB = B.A
NOTA: Siempre hay una excepcién a la regla. En el caso de matrices cuadradas, puede suceder
que encontremos matrices que verifiquen AB=B.A.
Por ejemplo, si

2 5 13 -10
A= y B=
3 8 -6 1
21
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2 5)(13 -10 -4 -15 13 -10)(2 5 -4 -15
AB= : = y BA= . =

3 8)\-6 1 -9 -22 -6 1 )(3 8 -9 -22
En este caso, AB=B.A. Cuando esto sucede decimos que las matrices A y B conmutan, o son
matrices conmutables o son matrices permutables.

@ Distributiva respecto a la adicion:
Como en general las matrices no conmutan, o sea, en general A.B = B.A, es necesario enunciar
la propiedad distributiva cuando la matriz que multiplica lo hace a izquierda o a derecha.

vV AeR™;V BeR™ yV CeR™: A(B+C)=AB+AC
vV AeR™;V BeR™yV CeR™: (B+C)-A=B-A+C-A

Estas propiedades responden a la axiomatica del producto de matrices. Esta es una estructura
algebraica muy particular, ya que la propiedad de composicion interna, que es la que asegura la
operacion, no se cumple.

Potencia de una matriz:

Sea AcR™" ysea ke N, lamatriz A“ e R™" se obtiene de multiplicar A por si misma k veces.

AK=AA..A

ke Veces
1 -2 , (1 =2)(1 -2\ (-5 -10
A= = A= . =
3 4 3 4)(3 4) (15 10
Nota: Se define A’ =1,

Hay otra serie de propiedades que nos permiten trabajar con operaciones entre matrices, ahora
incluyendo el producto y la potencia, de manera mas sencilla

Propiedades de las operaciones entre matrices: (demostradas en el apéndice)

1) V AeR™", Vv BeR™P, Vv CeR™: AB=AC = B=C

2) V AesR™ Vv BeR™: AB=N = A=N v B=N

3) V AeR™", v BeR™: (AB) =B"A'

4) vV AcR™": AA' eR™™ A A.AcR™ son matrices simétricas.

5) Si AeR™ y BeR™" son matrices simétricas: AB es simétrica <> AB=B.A
6) Si AcR™ y BeR™" son matrices antisimétricas: AB es antisimétrica < AB=-B.A
7) Si AcR™" es antisimétrica = A? es simétrica

8) Si AcR™™: A A" = AN

9) Si AeR™ y BeR™: (A+B)’ =A?+AB+BA+B?

10)Si AeR™" y BeR™" son matrices permutables: (A+ B)2 =A’+2.AB+B?
11)Si AeR™ y BeR™: (A+B).(A-B)=A’-AB+B.A-B’
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12) Si
13)Si
14) Si
15) Si
16) Si

17)Si
18) Si
19) Si
20) Si
21) Si

AeR™ y BeR™ son matrices permutables: (A+B)(A-B)=A?-B?
AeR™: Aesinvolutiva < (1-A)(1+A)=N

AcR™: si A esinversible = (A‘l)_l:A

AcR™: si A esinversible = (A‘l)t:(A‘)_l
AeR™y 2eR—{0}: si A esinversible = (/”L~A)1=%-A‘l
AcR™ y BeR™: si Ay B soninversibles = (AB)_lzBfl.A’l

AecR™ y BeR™ :si Ay Bsonortogonales = AB es ortogonal.

AcR™ y BeR™ :si Ay B sonidempotentes y permutables =  AB es idempotente.
AeR™" esidempotente y BeR™" esortogonal = B'.AB es idempotente.
AcR™yBeR™:si A+B=1y AB=N = Ay B sonidempotente.
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DETERMINANTE

Definicion:

Dada una matriz Ac R™" . Se denomina determinante de A al niimero real que se obtiene realizando
la suma algebraica de n! términos, cada uno de los cuales se obtiene multiplicando n elementos
pertenecientes a filas y columnas distintas.

Notacion: Determinante de A: Det(A) o bien |A|

Det(A)=>,sg(c; )44, (1) B0 (2) B, (3" B ()
i=1
n! se denomina n factorial o factorial de n y es el producto de los n primeros nimeros naturales:
nl=n.(n-1).(n-2).---3.2.1
o, se denomina permutacion, es una funcién o; :{1,2,3,---n} —{1,2,3,---n} biyectiva V 1<i<nl.

Las permutaciones se las denomina pares o impares de acuerdo a si la cantidad de inversiones que se
requieren para obtenerla, a partir de la identidad, es un nimero par o impar.
Una inversion es una permutacion de sélo dos elementos, dejando fijos todos los demas.

sg (Ui) es el signo de la permutacién que se antepone a cada producto.
sg(o;) =+ si la permutacion es par.

sg(o;)=— si la permutacion es impar

Hallar el determinante de una matriz A R™" a partir de la definicion de determinante implica un
claro conocimiento de todos los conceptos que forman parte dicha definicidn y aun asi, el célculo es
muy engorroso.

S6lo lo haremos con matrices de R?*?

Determinante de una matriz de orden 2:

a; ap
a21 a22
cada uno de los cuales es el producto de 2 elementos pertenecientes a filas y columnas distintas.

El primer término a,,.a,, es un “término positivo” pues la permutacion es o; : {1,2} — {1,2} definida

Sea A= ( j entonces Det(A)=a,,.a,, —a,,.8,, pueseslasumaalgebraicade 2!=2 términos

por 0,(1)=1y o;(2) = 2es laidentidad, no hay inversiones, o bien hay 0 inversiones, es par.
El segundo término a,,.a,, es un “término negativo” pues la permutacién es o,:{1,2} —{1,2}

definida por o, (1)=2 y o,(2)=1es una inversion, es impar.

Ejemplos:
4 3

1) A=2 J — Det(A)=4.1-32=4-6=-2
3 2

2) |3=5 _4} = Det(B)=3(-4)-25=-12-10=-22
-2 4

3) C= 5 5} = [C|=(-2).5-4.(-6)=-10+24=14
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2 6 2 6
4) E=(_1 3} = ‘_1 3‘=(—2).3—6.(—1)=—6+6=0

Cualquiera de las notaciones anteriores sirve para denotar al determinante.

Determinante de un matriz orden superior:

Considerando la dificultad que implica calcular un determinante a través de su definicion, cuando la
matriz sea de orden mayor a 2, lo calcularemos a través del método de Laplace o utilizaremos
propiedades. Para poder trabajar con este método, necesitamos algunos conceptos previos:

Definicion de menor complementario:

Sea AeR™", se denomina menor complementario del elemento a; de A al determinante de la

matriz cuadrada de orden (n—1) que se obtiene de eliminar fila i y columna j de A.
Notacion: Mj;

Ejemplo:
8, 8, a;
Si A=|a, a, a, | entonces M,, es el determinante de la matriz de orden 2 que se obtiene

8y 8y g
eliminando lafila 2y la columna 3, es decir, eliminando la fila y la columna donde se halla el elemento
By

&; 8y
A=|a, 2, entonces M, = :1: 21:
8y ay C

Como AeR>3 entonces A tiene 9 menores complementarios, uno por cada elemento.
Si AcR™", entonces A tiene n®> menores complementarios, uno por cada elemento.

Ejemplo:
56 2
Calculemos todos los menores complementarios de la matriz A={2 1 3
4 0 -2
C\/ 2 I/!;L 6 2
2 L 3 D+
4 0 -2 4 0 -2
- —‘2 3‘:—16 M :‘6 2:-12
271, o 20 -2
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< —

AL o

o o
1N

N

I
(6]

Definicion de cofactor (o adjunto):

Sea AcR™", se denomina cofactor (o adjunto) del elemento ajj de A asu menor complementario

si el elemento se encuentra en “posicion” par, o a su opuesto si el elemento se encuentra en “posicion
impar”. La posicion la determina i+ j.

- _ i+]
Notacion: ¢; =(-1) "~ .M;;
Refiriéndonos a los ejemplos anteriores:

2)Si Az ZZ ZZ ZZ v o I ) S I A
a, a, a, 8y 8 8y 8 8y 8
5 6 2
b)Si A= 2 1 3 | entonces:
0 -2
M, =2 = ¢y = (-1 (-2)=—-2
M,, =16 = ¢, =(-1)°.(-16) =16
My, =—4 = ¢, =(-1)*.(-4)=—4
M,, =—12 = ¢, =(-1)° (~12)=12
M,, =18 = ¢, =(-1)* (-18)=-18
M, =—24 = Gy =(~1)°.(-24) =24
M., =16 = ¢, =(-1)" .16 =16
My, =11 = c, =(~1)°.11=-11
M, =—7 = Cyy =(-1)° . (=7) =7
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Método de Laplace:

Dada una matriz Ae R™", el determinante de Aes la suma de los productos de los elementos de una
fila (o columna) cualquiera por sus correspondientes cofactores:

Det(A)=a,.Cc,+8&,C,++&,C, silocalculamos através de lafila i

Det(A)=a,,.c;; +a,;C,; +---+a,.C, silocalculamos a través de la columna j

Aprovechando los ejemplos anteriores:

a; &, a;
1) Si A= y 3, dy = Cy=- :1; 21: y Cpp = 2131 :1: Cy = ::1 Zi:
a, a, a, 2 3 1 3 1 2

Si calculamos el determinante por fila 2, seria:
Det(A)=a,,.C,, +a,,.C;, + 8.0

a, a5 a; a3 &, A,
Det(A)=a,.| — +a,,. +a,,.| —
(#) 21[ 2, asJ Zz(agl agJ 23[ 2y asz}
5 6 2
2)Si A=|2 1 3 | entonces:
4 0 -2

Si calculamos el determinante por fila 1, seria:

Det(A) =a,,.C; +a,.6, +a;C; YyCOMO C, = —2; Cp, =16y Cs = —4
Det(A)=5.(-2)+6.16+2.(—4)=-10+96-8=78

Si calculamos el determinante por columna 2, seria:

Det(A)=a,.C;, +a,.C,, +a,C; YCOMO ¢, =16; C,, =18 y ¢;, =-11
Det(A)=6.16+1.(-18)+0.(-11)=96+(-18)-0=78

Con el ejemplo vemos que podriamos elegir una fila o una columna cualquiera, multiplicar los
elementos por los correspondientes cofactores y sumarlos para hallar el determinante. De esta manera,
se va a elegir la fila o columna y luego se buscaran los cofactores que le corresponden.

Si bien cualquier fila o columna sirve, como los cofactores que vamos a calcular dependen de los
elementos de esta fila 0 columna, conviene buscar la que tenga mas ceros, y de esa manera, hallamos
menos cofactores.

2 -1

3)Si A=

1 1 3
para calcular del determinante:
Det(A)=8,,.C;3 +8,;.Cpy +833.C53 +8,3.C,3 = Det(A)=2C,+0.C,+0.Cy;+1C,,.

, como la tercera columna de A tiene dos ceros, es la que conviene elegir

N W N O

Solo es necesario buscar ¢, y C,; pues C,; ¥ C;; quedan multiplicados por cero y esos términos
desapareceran.
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0[2|-1
3 200l 4 3 2 4 1 0 -1
A= = cy=(-1)"}5 3 2 A c,=(-1)"7|3 2 4
-5 3|0|-2
1 2 3 -5 3 2
1 211 3
Ahora debemos calcular dos determinantes de orden 3:
3 2 4
a) -5 3 —2| no tiene ceros, es indistinta la eleccion de fila o columna. Tomemos la fila 3,
1 2 3
entonces:
32 4 2 4 3 4 3 2
5 3 —2/=1.(-1)" +2.(-1)" +3.(-1)™"
1 2 3
=1.1.(-16)+2.(-1).14+3.1.19
=-16+(-28)+57=13 = c,=(-1)".13=13
1 0 -1
b)| 3 2 4| tieneun cero, conviene elegir la primera fila o la segunda columna. Tomemos
-5 3 2
la columna 2, entonces:
Lot 1 1 1 -1
3| 2| 4[=2(-1)" +3.(-1)""
-5 2 3 4
5| 3| -2

=2.1.(-7)+3.(-1).7
=—14+(-21)=-35 = c,;=(-1)
Por lo tanto: Det(A)=2.13+1.35=26+35=61

4+3

(-35)=35

Notar la importancia de haber elegido la columna 3. Si hubiésemos, por ejemplo, elegido la fila 1,
deberiamos calcular tres determinantes de orden 3 y si hubiésemos elegido, por ejemplo, la cuarta
columna, deberiamos calcular cuatro determinantes de orden 3. Al elegir la columna 3, hemos
realizado la menor cantidad posible de célculos, sélo dos determinantes de orden 3.

A medida que el orden de la matriz es mayor, el calculo se dificulta. Supongamos que tenemos una
matriz de orden 5, que no tiene ceros. Calcular el determinante requiere calcular cinco determinantes
de orden 4 y para calcular cada uno de estos, se tiene que calcular 4 determinantes de orden 3, es
decir, debemos calcular 20 determinantes de orden 3.

Para evitar semejante calculo, es conveniente conocer algunas propiedades.

28
Prof: Alejandra C. Zaia Apunte Tebrico 1



Algebra— U.C.E.S. Matrices — Determinantes — Sistemas de ecuaciones

Propiedades de los determinantes: (demostradas en el apéndice)

1) Si AeR"™ tiene una fila (o una columna) de ceros, entonces Det(A) =0.

Ejemplo: -
-3 1 2|0| 8
5 -2 6|0 3
Sea A=| 0 -1 2|0| 6
-6 0 4|0| 7
1 9 40| 2

Si tomamos la cuarta columna para calcular el determinante, tenemos:
Det(A)=0c, +0c,, +0.c, +0c, +0c, = Det(A)=0

2) Si A'eR™ es la matriz que se obtiene de permutar dos filas (0 dos columnas) de una matriz
A, entonces Det(A’)=—Det(A).

Ejemplo:
2 00
Sea A=| 3 5 4| entonces:
281
2 00
Det(A)=| 3 5 4:2.(—1)“1.: 1‘:2.1.(5—32):—54
28 Det(A')=—Det(A)
0 20
Swporganos e K=|5 3 4| L zomerean
Det(A)=[5 3 4:2.(—1)“2.2 j‘:z.(-1).(5—32):54
8 2 1

3) Si AeR™ tiene dos filas (o columnas) idénticas, entonces Det(A)=0.

Ejemplo:
2 5 2
Sea A=| -3 4 -3, lacolumnal esigual ala columna 3:
4 8 4
2 5|2
Det(A)=|-3 4 |-3/=2.(-1)"* > 4‘+(_3).(-1)2+3.2 (TE N 5‘
4 8|4 4 8 4 8 -3 4

=2.1.(-24-16)+(-3).(-1).(16 —20)+4.1.(8—(-15))
=2.(~40)+3.(-4)+4.(23)

=-80-12+92

=0
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4)

5)

Si A'e R™ es la matriz que se obtiene de multiplicar una fila (o0 una columna) por un escalar
A#0, entonces Det(A")=1.Det(A).

Ejemplos:
2 3 2 3

Sea A= entonces Det(A) = =10-12=-2
4 5 4 5

2 9 i -
Supongamos que A’ = 4 15 , obtenida multiplicando por 3 la segunda columna de A

Det(A’)z‘j 11‘:30—36:—6, es decir Det(A')=3.Det(A)

Esta propiedad es muy dtil, pues en el caso de tener alguna fila o columna formada por multiplos
de un mismo numero, podriamos “sacar” este nimero de la matriz y trabajar con niimeros
menores:

2 8
Sea B= {6 9} , la primera fila es multiplo de 2, la segunda fila es multiplo de 3:

2 8
6 9

1 4
6 9

1 4

Det(B)=
() e

‘: 2.‘ ‘: 2.3.‘ ‘: 6.(-5)=-30

Si AeR™, Det(A.A)=A".Det(A) (n eselordende A)

Ejemplos:
1

Sea A= [
3

4] entonces Det(A)=‘; B ‘=4—(—6):10

. . 3 -6
Consideremos a la matriz 3.A= :
9 12

Det(3.A)= ‘g _S‘ =36—(—54) =90, es decir Det (3.A) =3".Det (A) =9.10=90

{ A=3
Ordende A4 es?2

211 -3
Sea B=|0 |3 -2 | entonces Det(B):Z.(—l)M.g ﬁ‘=2.(—3—(—4))=2
0|2 -1
4 -2 6
Consideremos a lamatriz -2B=| 0 -6 4],
0 -4 2
—-4| -2 6
Det(-2.B)=| 0| -6 4:—4.(—1)“1._?1 :‘:_4_(_12_(_16)):_16,
0|4 2

es decir Det(-2.B)= (—2)3 .Det(B)=-8.2=-16
{ A=-2
Ordende B es3
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6) Si AeR™" es una matriz diagonal, entonces el determinante de A es el producto de los
elementos de la diagonal: Det(A)=a,;.8,,.85. .,

Ejemplo:
0 0 O
0 30 O
Sea A=
01 0
0O 0 0 -4
210 0 O
0/-3 0 0 M—soo w0
Det(A)=0 0 1 0=2(—1) 0 1 _(i=2.(—3) (-1) 0 _4‘=—6(—4—0)=24
0O/0 0 -4
2 0 0 O
0 30 O
Det(A)= 0 01 0 =2.(-3)1.(-4)=24
0O 0 0 -4
7) Det(l)=1
Ejemplo:
1000
Det(l4):0 OO 111
0010
0 001

8) Si AeR™ esuna matriz triangular (superior o inferior), entonces el determinante de A es el
producto de los elementos de la diagonal: Det(A)=a,,.a,,.85.*".a,, -

Ejemplos:
2 3 -1 5
2 6
Sea A=
0 -8
0 0 0 -1
2] 3 -1 5
0/l—2 5 6 2|5 ¢ 3 -8
Det(A)=| | =2.(=1)""0 | 3 -8 =2.(=2).(-1)".| " |=(-4).(-3-0)=12
(A=l | o o =2 (2 = (-4)(3-0)
0/0 -1
0/ 0 0 -1
Det (A)=2.(~2).3.(-1) =12

5 0 00
-2 0 0
Sea B =
9 1 0
6 -2 5 3
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1

0/=5.(-2).(-1)".|_ _|=(~10).(3-0)=-30

10
5 3

Det(B)=5.(~2).1.3=-30

9) Si AeR™ tiene dos filas (o columnas) que son mdltiplos, entonces Det(A)=0.

Ejemplos:
1 2 2
SiA=| 5 3 6
-2 -4 4 Por propiedad (3):
1 2 2 F.=F
Det(A): 5 3 6 :(—2). :(—2).O=O
-2 -4 4
Por prdpiedad (4):
F, es multiplo de -2
1 6 2
SiB=|5 9 3
4 12 4 Por propiedad (3):
1 6 2 F ¢, =¢,
Det(B)=5 9 3=3.5 3 3=3.0=0
4 12 4

Por propiedad (4):
C, es multiplo de 3

10) Si A'eRR™" es la matriz que se obtiene de sumarle a una fila (o columna) un multiplo de otra
fila (o columna), entonces Det(A’) = Det(A).

Ejemplos:
2 -1 2 -
Sea A= entonces Det(A)= =4—-(-3)=7
3 2 3 2
Supongamos que A’ se obtiene de sumarle alafila2, 5 veceslafilalde A: F, +5F, entonces:

(2 1 N
A = entonces Det(A') =
13 -3

=—6—(-13)=7
13 -3 (-13)

Supongamos que A" se obtiene de sumarle a la columna 1, -2 veces la columna 2 de A:

_W:8—1:7
2

Esta propiedad es muy importante, pues se utiliza para “poner muchos ceros” en la matriz y asi
facilitar el calculo del determinante, sobre todo cuando las matrices son de orden grande:

1 3 2
Sea B=|2 5 3] ycalculemos el determinante de dos formas:
4 2 2

4
C,+(-2)C,, entonces: A":( .

-1 ) 4
2) entonces Det(A")=|
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Por el método de La
1 3 2

Det(B)=[2 5 3
4 2 2

Det
Utilizando la propi

Matrices — Determinantes — Sistemas de ecuaciones

place:

5 3

2 3
3.(-1)"%.
SIS

=1.(-1)". . 2‘+2.(—1)1*3.

2 5
4 2

=1.(10-6)—-3.(4-12)+2.(4-20)
=1.4-3.(-8)+2.(-16)
=4+24+(-32)
(B)=—4
edad:

1321 3 201 3 2

Det(B)=[2 5 3=[0 -1 -1=/0 -1 -1=1.(-1)4=-4
42210 -10 —6100 41
F =F+(-2)F, F' =F +(-10)F, Matriz triangular
F =F+(-4)F

11) Si AeR™ esuna

matriz equivalente con A que se obtiene mediante el método de Gauss-

Jordan, entonces Det(A') = Det(A)

Ejemplo:
2 3 -1 0 5
6 1 3 1 4
Sea A=|2 -1 -3 0 2 |[,entonces
6 4 1 -6 0
0 4 -2 31 v Gauss-Jordan Método de
2 3 -1 0 5 2 3 -1|0 Laplace
3 -1 5
6 1 3 @ 4 6 1 3|1
a2 -1 -3 2
Det(A)=]2 -1 -3 0 2 [3[2 -1 -3|0| 2[F1(-1)",
42 10 19 24
6 4 1 -6 0 42 10 19 |0| 24
18 7 7 13
0 4 -2 -3 1 18 7 7 [0] 13
2 3 @ 5 2 3 1/ 5
2 -1 -3 2||-4 -10 |0|-13 ~4 10 -3
Det(A)=1.|~ = = = (-1).(-1)°(s0 67 119
() 42 10 19 24| |80 67 0 |119 LU—)
-1 32 28 48
18 7 7 13| |32 28 |0 | 48
~4 -10 -13 ~4 -10 -13 @ -10 -13
Det(A)=(-1).180 67 119|=(-1).4.80 67 119|=(-4).(-4)|-20 67 119| gauss Jordan
32 28 48 ls 712 6112 7 12/
11 =10 -13 £ es mdltiplo de 4 C es multiplo de (-4)
a]1-133 =14
Det(A)=16/[0 [ -133 -141516.1.(-1)" 13 141‘:16.(1862—1833):16.29:464
0] -13 -14 Método de
Laplace
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Si calculasemos directamente el determinante, por columna 4, lo reducimos a tres determinantes

de orden 4; cada uno de los tres, se reduce a cuatro determinantes de orden 3. Por el método de
Laplace, deberiamos calcular doce determinantes de orden 3, el célculo seria muy tedioso.

12) Det(A')=Det(A)

Ejemplo:
1 2 -1 1 2 6
Sea A=|2 0 O = A=2 01
6 1 3 10 3
1 2 -1 ,
Det(A)=[2 0 0:2.(—1)“.1 ;‘:(—2).(6—(—1)):—14
6 1 3
1126 ) 1
Det(A)=|2 | 0] 1|=2.(-1)". —(=2).(6-(-1))=-14
a(K)-{ 20| 121 4 ()

13) Si AeR™y BeR™, entonces Det(AB)=Det(A).Det(B).
Ejemplo:

Sea A:@ _ﬂ = Det(A)=4-(-6)=10

3 6 Det(A).Det(B)=10.(-18)=-180

Sea B:[l 4j = Det(B)=-12-6=-18

1 -2)(3 6) (1 14
AB= . - —  Det(AB)=2-182=-180
3 4)1 -4) (13 2

14) Si AeR™", entonces Det(Ak)z[Det(A)]k, Vv keN.
Ejemplo:
Sea A:{g 2) — Det(A)=24-18=6 } Der(Ag):63:216

A3_4 3)(4 3)(4 3) (34 30\(4 3) (316 282
|6 6)16 6)16 6/ |60 54)16 6) |564 504
Det ( A3) = 316.504 —564.282 = 159264 — 159048 = 216

15) AeR™ esinversible < Det(A)=0.

Ejemplos:
Cuando vimos la definicidn de inversa, el ejemplo que trabajamos fue:

31 L (2 4
A= - , entonces A= - , veamos que el Det(A)=0

1
Det(A):‘g )|=32-51=6-5=1=0

Pero A es lainversade A™, por definicion de inversa, entonces Det(Afl) # 0 también.
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2 _
Det(A?)= =3.2—(-1).(-5)=6-5=1+0
afnt)| % J-a2-()(5)-6-5-10
o, 3
13 1 2
SeaB=|2 4 -3|entonces B'=| 1 —% —
0 0 5
0 0
1 3 -1 13
Det(B)=[2 4 -3=5.(-1)"".
t(8) 3-s(0 )
0 0 5
5, 31
2 2 5 E
_ 1 1 1 3+3 2 1
Det(B')=|1 -= ——|==.(-1 =—,
e( ) 2 10 5( ) 1 _E 5
o o 1 2
5
H nxn H H -1 1
16) Si AeR™ esinversible = Det(A )= .
Det(A)

De los ejemplos utilizados en la propiedad (15)

31 » 2 -1
A= ,entonces A =
5 2 -5 3

Det(A)=1 L
o Det(A™")=<=
Det(A™)=1 1 Det(4)
, 3 1
1 3 -1 2 2
4 1 1
B=|2 4 -3|entonces B "= 1 -= —-—
00 5 2 10
0 0 1
5
Det(B)=-10
N S B
Det(Bl):—% per(8)= 10 10 Det(B)

= = -

Matrices — Determinantes — Sistemas de ecuaciones

(verificaque BB™ =1,)

17) Si AeR™ esortogonal = Det(A)=1 v Det(A)=-1.
Calculemos el determinante de los ejemplos de matrices ortogonales vistos antes:

0 001

1000
A:

0 01O

0100
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0 1
Det(A)—1 00 0—1(—1)““ 0 0 1=-11(-2)" 0 l——11(0—1)—1
0010 ' o 11 0 o
010
0100
31
2 2
B =
1B
2 2
31
1 3] 22 2)2 4 2
2 2
12 2
3 3 3
c_|2 1 _2
3 3 3
2 2 1
3 3 3
12 2
3 3 3 12 2 2 2 1
pet(C)=2 I -H-liayt] 3 S a3 a8
303 3307 12 13t 213t R 2
2 2 1 3 3 3 3 3 3
3 3 3
_1 11{3) (_Zj 2 21_2(_2] L2 E(_Ej_él
3133 3 3 3133 3 3 3131 3) 33
1(1 4)2(2 4) 2(4 2)
=—|=—=|[—= |=F+=|+=|—=—=
3l9 9) 319 9) 30 9 9
_1(.3).2(6), 2(_6
3L 9) 319) 31 9
144
9 9 9

18) Si AeR™ esinvolutiva = Det(A)=1 v Det(A)=-1.
Calculemos el determinante de los ejemplos de matrices involutivas vistos antes:

1 0 0 O

0 -1 0 O
A p—

0 0 -1 O

0 0 0 -1
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1 0 0 O
-1
Det(A)= g 0 _01 8 =1.(-1).(=1).(-1) =—1 pues es matriz diagonal.

0 0 0 -1

1 0 O
C=l0 1 0
-1 -1 -1
1 0 O
Det(C)=/0 1 0|=1.1.(-1)=-1 pues es matriz triangular inferior.
-1 -1 -1

19) Si AeR™ esidempotente = Det(A)=1 v Det(A)=0.
Calculemos el determinante de los ejemplos de matrices idempotentes vistos antes:

11
A_|2 2
11
2 2
11
Det(A)=|2 2(=11 111 1.4
11 22 22 4 4
2 2
4 -3 1
B=| 5 4 -1
5 -3 2
s 4 5 5 4
Det(B)=|5 4 -1=(-4).(-1)".| _ ]+(-3)-(-1)"" | [+1.(-1)".
" i 3 2()() -3 j+(3)() 5 ™Y s

:(—4).(8—3)+3.(10—5)+1.(—15+20)
=(-4)5+35+15
=-20+15+5=0
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0
0
1
0

Los determinantes tienen muchas mas propiedades, puesto que la funcion F:R™ — R definida
como F(A) = Det(A) es una funcion multilineal, pero dichas propiedades no son necesarias para

esta asignatura, por eso no fueron enunciadas.

o O O B+
o O+ O
o » O O
O O O

Det(C) = ~11.1.1=1

o O O B+
o O+ O
= O O© o

NOTA:
No hay propiedades del determinante respecto a la suma de matrices, es decir:

Si AeR™y BeR™, entonces Det(A+B)= Det(A)+ Det(B).
Contraejemplo:

A=£2 1] = Det(A):‘ ‘:6—(—2):8

2 1) (3 5) (5 6 5 6
A+B=( j+( ):( ) = Det(A+B):‘ ‘=35—(—6)=41
2 3) (1 4) (17 -1 7
Det (A+B) =41

Det(A)+ Det(B)=8+7=15 }Det(A—i—B)i Det(A)+ Det(B)

Matriz de cofactores:

Sea AeR™", se denomina matriz de cofactores de A a la matriz que se obtiene de reemplazar cada
elemento de A por su respectivo cofactor. Notacion: e(A)

Ejemplo:
56 2
Sea A={2 1 3 |, lamatriz ala cual le calculamos todos los cofactores anteriormente (pag. 26),
4 0 -2
entonces:
-2 16 -4
C(A)=|12 -18 24
16 -11 -7

38
Prof: Alejandra C. Zaia Apunte Tebrico 1



Algebra— U.C.E.S. Matrices — Determinantes — Sistemas de ecuaciones

Matriz adjunta:

Sea AeR™", se denomina matriz adjunta de A a la matriz traspuesta de la matriz de cofactores de

A. Notacion: @y (A) =(C’(A))t

Ejemplo:
56 2
Sea A=|2 1 3|, lamatrizalacual le calculamos todos los cofactores anteriormente, y su matriz
4 0 -2
de cofactores, entonces:
-2 12 16
ddf(A)=|16 -18 -11
-4 24 7
Propiedad:

Sea AeR™" ,se verifica “A.daj(A)=ddj(A).A=Det(A)-1,”

Ejemplos:
5 6 2 -2 12 16
Sea A=|2 1 3| como &#(A)=|16 -18 —11|, entonces
4 0 -2 4 24 -7
5 6 2)\(-2 12 16 7 0 0 10 0) )
A.%’(A)z 21 3|16 -18 -11|={0 78 0 |=78: /0 1 O
4 0 -2)\-4 24 -7 0O 0 78 0 01 > :Det(A)-13
-2 12 16)\(5 6 2 78 0 O 1 00
W(A).A: 16 -18 -11}./2 1 3= 0 78 0 |=78:/0 1 O
-4 24 -7)4 0 -2 0O 0 78 0 01) )
Sea B:( _3j,entonces:
2 A
M,=3 = ¢,=(-1)"3=3
3
M. =1 = c¢,=(-1).1=-1 3 -1 3 2
N - )3 > e(B):[z Y B A W
My=-2 = C21:(_1) '(_2):2
M,=2 = c,=(-1)"2=2
J
entonces \

sar®-(; 215 0 96 ) | s
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4 -2

Sea C= [_ 3 j entonces:
M,=3 = ¢,=(-1)".3=3
M,=-6 = c,=(-1).(-6)=6
M,=-—2 = c21=(—1)3.(—2):2
M,=4 = c,=(-1)"4=4
entonces
ca(C)- 4 -2)(3 2) (0 0)_
A -6 3)l6 4) |0 0)

-(c)c—32 4 -2) (0 0)_
& ~ 6 4/\-6 3) 0 0

Matriz inversa, calculo por adjunta

Matrices — Determinantes — Sistemas de ecuaciones

c0-[3 4] = @]}
10 \
Z%l) % , = Det(C)-1,

Sea AeR™", como analizamos en las propiedades del producto de matrices:

AeR™ es inversible <
A.A'=A" A=1,.Si A existe, es Unica

existe una matriz a la que notaremos A" eR™ que verifique

por definicion de elemento inverso.

Por otra parte, por la propiedad (15) de determinantes, concluimos que:

AeR™ esinversible < Det(A)=0

Y teniendo en cuenta la propiedad de matriz adjunta:

A.ddj (A) = ddj (A). A= Det(A)-1,

Como Det(A)=0 para que la matriz
multipliguemos miembro a miembro por

1
Det(A)

1

Det(A)

A.W(A) W(A).A

A tenga inversa, entonces, en la dltima igualdad

Det(A)

1
=— " D -1,. Como
MM ”

es un escalar,
Det(A)

entonces en el primer miembro hacemos propiedad conmutativa y asociamos:

1 N ) ~ o - _
A[ Det(A)'%(Aﬂ _\{ Det(A)'%(Aﬂ'A_ I, ycomosi A™ existe, es Uinica, entonces:
A A7
-1 _ 1 .
4 _Dez(A)'%(A)
40
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Ejemplos:
Aprovechando los ejemplos anteriores, ya que tenemos las adjuntas:
56 2 -2 12 16
Sea A=|2 1 3| como &#(A)=|16 -18 -11|y Det(A)=78, entonces
4 0 -2 -4 24 -7
2 12 16 12 8
2 12 16 78 78 78 39 13 39
A—l_i. 16 -18 -11|= E __18 -1 = Al= E _i i
78 A 24 7 78 78 78 39 13 78
) B e 2 A 7
78 78 78 39 13 78
2 -2 3 2
Sea B = , COMo &y (B)= y Det(B)=8, entonces
1 3 -1 2
3 2 3 1
3 2 8 8 8 4
Bfl_l. — 8 8 — B—l_ 8 4
81 2) |1 2 11
8 8 8 4
4 - 3 2 L
Sea C = 3 , COMo %’(C)z 6 4 , pero Det(C)=0, entonces C no tiene inversa.

Para determinar si una matriz AeR™" tiene o no inversa, primero buscamos su determinante. Si

Det(A) =0, entonces buscamos la & (A) y la multiplicamos por el inverso del determinante para
obtener su inversa.

Propiedades de la matriz inversa:

Estas propiedades ya las vimos cuando vimos producto de matrices, las enunciamos nuevamente para
que gqueden dentro de este tema al buscarlas:

1) Si AcR™: si A esinversible = (A‘l)_l:A

Ejemplo:
Sea A:(3 1J,entonces:
4 2
2 \
M,=2 = ¢;=(-1).2=2
3
M,=4 = C,=(-1).4=-4 g(A):(z _4J — ad/(,q):(z _1]
3 > 1 3 4 3
M, =1 = Cy=(-1)".1=-1
M,=3 = c,=(-1)"3=3
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1
1 -=
Det(A)=2 entonces: Alzl-(z _lj = Al= /
2 -4 3
-2 =
2
1 1
Considerando ahora A™ = 32 entonces:
-2 =
2
3 23 3 \
Mll:i = Cllz(_l) §=§ .
3
Mp=-2 = G =(-1).(=2)=2 Lz 2 1 31
ye(a)= = dgj(4')=|2 2
1 B 13 1) 1 1
My==3 = ¢a=(-1)" -5 =5 = 2 1
M,=1 = c,=(-1)"1=1

)
3 1 31
Det(A‘l)zéentonceS: (Al)lz%.{g g]zz{g g N (A_l)l:(j ;]:A
2

2) Si AeR™": si A esinversible = (A’l)t:(At)fl

Ejemplo:
Sea A:(2 Zj,entonces:
) \
M, =3 = ¢,=(-1)".3=3
3 _
M,=-1 = C,=(-1).(-1)=1 >€(A):(3 lj _ %(A):(g. 5}
3 -5 2 1 2
M,, =5 = Cy=(-1)"5=-5
M,=2 = c¢,=(-1)"2=2 )
3 3 s 1
Det(A) =11 entonces: Alzl-(3 _5] N U ) RN (A*l)t: 11 1
1l 2 12 52
11 11 11 11

2 -1
Sea A' =[5 3}, entonces:

M,=3 = ¢,=(-1)°.3=3
3
M.. =5 = ¢,=(-1) .5=-5 , 3 -5 ey 3 1
; - )3 >€(A):{1 2} - %(A):{—s 2}
My=-1 = ¢;=(-1)"(-1)=1
M,=2 = c¢,=(-1)"2=2
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3 1
Det(A‘)=11 entonces: (A‘)lzl—ll-(_s5 ;j = (At)flz 151) 121 :(Afl)t
11 11

3) Si AeR™y 21eR—{0}: si A esinversible = (ﬂ-A)_I:%-Al

Ejemplo:

2 4 6 12
Sea A= , ysea A =3 entonces 3-A=
2 5 6 15

Para la inversa de 3- A

M, =15 = ¢,=(-1)°.15=15
3
M.. =6 = ¢,=(-1).6=-6 15 -6 i 15 -12
2 2 =) >e(3-A)=[_12 6] - @(3-,4):(_6 !
MZl =12 = C, = (—l) A12=-12
M,=6 = c,=(-1)"6=6
)
5 2
Det(3- A) =18 entonces: (3~A)1:i~(15 _12J = (3-A)71= 6 3
18(-6 6 11
3 3
Para lainversa de A:
\
M,=5 = ¢,=(-1)°5=5
3
M.=2 = c,=(-1).2==2 5 -2 5 4
; ! )3 € )z[—4 2) T =,
M, =4 = Cy=(-1).4=—-4
M,=2 = c¢,=(-1)"2=2
)
5 5 2
Det( A) =2 entonces: A’lzl- > =Al=| 2 -2 :>1-A’1: 6 3 :(3-A)_1
2 (2 2 11 3 11
3 3

4) Si AeR™ y BeR™": si Ay B soninversibles = (AB)’l=B‘1.A‘l
Ejemplo:

3 -1 15 3 -1)(1 5 2 9
Sean A= y B= entonces AB = : =
-2 4 16 -2 4)\1 6 2 14

43
Prof: Alejandra C. Zaia

Apunte Tebrico 1

|



Algebra— U.C.E.S. Matrices — Determinantes — Sistemas de ecuaciones

Para la inversa de A.B

M, =14 = ¢,=(-1)".14=14

3 _ _
M,=2 = C=(-1)2=-2 >€(A.B)=[14 2] = %’(A.B):{M 9J
3 -9 2 -2 2
M,, =9 = Cy=(-1)".9=-9
M,=2 = c,=(-1)"2=2 )
T2
Det(A-B) =10 entonces: (A.B)lzi-(14 _9j = (AB)'= > 10
10 (-2 2 11
5 5
Para la inversa de A
\
M =4 = c,=(-1)"4=4
8 (o) 4 2 4 1
Mp=2 = G=(1) (2)=2 >€(A):(1 3] - (A):(z 3J
My=-1 = Ca=(-1)(-1)=1
Mp=3 = C=(-1)"3=3
2 1
Det(A) =10 entonces: Alzi-(df lj = aAt=|> 10
10 {2 3 1 3
5 10

Para la inversa de B

M, =6 = = (_1)2 6=6
3 _ —
M, =1 = Clzz(_l) 1=-1 \ @(B)=(6 IJ = @(B)=[6 5}
3 -5 1 L1
M2125 = 021:(_1) DS=-5
Mzz =1 = Cp :(_1)4'1:1

6 -5 6 -5
Det(B):l entonces: 51:}.( ) = Bl:[ j

1\-1 1 -1 1
21y (7 _38
Bfl.Aflz _6 _5 . 5 10 _ 5 10 _(AB)—l
DI EE Y NI
5 10 5 5

Calcular la matriz inversa de una matriz A por medio de la matriz adjunta puede ser algo trabajoso
cuando la matriz es de orden mayor:

Si AeR*® se requiere calcular nueve determinantes de orden 2.
Si AcR* se requiere calcular dieciséis determinantes de orden 3.
Si AeR”® se requiere calcular veinticinco determinantes de orden 4. ..
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Hay otros métodos que nos permiten calcular inversa de una matriz de una manera menos laboriosa,
que iremos conociendo a medida que avancemos con los temas.

Andlisis del rango de una matriz aplicando determinantes:

Dada una matriz A< R™", toda matriz que se deduce de A por supresion de filas y/o columnas (sin
cambiar el orden de los elementos que no se suprimen) se dice extraida de A.

El rango de la matriz A es igual al maximo orden de las matrices cuadradas inversibles extraidas de
A y como una matriz es inversible si su determinante es no nulo, entonces el rango de una A es igual
al maximo orden de las matrices cuadradas cuyo determinante es no nulo.

Ejemplos:
2 -15
Sea A=| 1 1 3
4 2
15 1 3 1 3 1 1
Det(A)=| 1 1 3=2.(-1) . ~1).(-1). 5(-1)*
a1 1 20, ey Jeseu]] )

=2.(-3)+1.(15)+5.(6) =—6+15+30 =39
Como Det(A)=0 y AeR*®, entonces Rg(A)=3. Como vimos en las propiedades del
producto de matrices, A tiene rango maximo, es inversible.

2 1 4
SeaB=|1 -1 2

4 -1 8

2 14 1 2 1 2 1 -1
Det(B)=|1 -1 2/=2.(-1).| 1.(-1)°. 41"
()t 4 2 [ Jrerfy Jeacy,

—2.(-6)—1.(0)+4.(3)=-12-0+12=0
Como Det(B)=0y BeR>®, entonces Rg(B)#3, Rg(B)<3.Como vimos en las propiedades

del producto de matrices, B no tiene rango maximo, no es inversible.
Tomemos matrices de orden 2:

Si eliminamos primera fila y segunda columna:

2 ] .,
8 =0 no nos da informacion.

-1 2

Si eliminamos primera fila y primera columna: 8‘ =—6, como es no nulo, Rg(B) =2

Al encontrar una matriz de determinante no nulo, ya podemos dejar de buscar determinantes, y
afirmar cudl es su rango.
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2 1 4
SeaC=|-4 2 -8

6 -3 12

2 -1 4 2 -8 4 -8 4 2
Det(C)=|-4 2 —8=2.(-1V." |+(-1).(-1*.|  |+4.(-1)*
()4 2 - R T T i T

=2.(0)+1.(0)+4.(0)=0+0+0=0
Como Det(C)=0y C eR*®, entonces Rg(C) =3, Rg(C)<3.Como vimos en las propiedades

del producto de matrices, C no tiene rango maximo, no es inversible.
Tomemos matrices de orden 2:

Si eliminamos primera fila y primera columna: 2‘ =0 no nos da informacion.

Si eliminamos primera fila y segunda columna: 2‘ =0, no nos da informacion.

Si eliminamos primera fila y tercera columna:

2 . .,
=0, no nos da informacion.

Si eliminamos segunda fila y primera columna:

4 ] .,
) =0 no nos da informacion.

Si eliminamos segunda fila y segunda columna:

4 ] .,
) =0 no nos da informacion.

Si eliminamos segunda fila y tercera columna:

‘ =0 no nos da informacion.

Si eliminamos tercera fila y primera columna:

4 . .
=0 no nos da informacion.

Si eliminamos tercera fila y segunda columna:

4 . .
8 =0 no nos da informacién.

Si eliminamos tercera fila y tercera columna: 21‘ =0 no nos da informacion.

Estas son todas las matrices de orden 2 que se pueden extraer de C, por lo tanto Rg(C)< 2y

como la matriz no es nula, debe ser Rg(C)=1

Tomemos matrices de orden 1:

Si eliminamos primera y segunda fila, primera y segunda columna: |12| =12

Al encontrar una matriz de determinante no nulo, en este caso de orden 1, ya podemos dejar de
buscar determinantes, y afirmar cual es su rango: Rg (C) =1
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5 2 -3
SeaE=| 2 -6 4

3 9 -6

> 2 3 6 4 2 4 2 -6
Det(E)=|2 -6 4|=5.(-1).] 2.(-1)° -3).(-1)* B
aEyo2 5 sy e |] o] N

=5.(0)—2.(0)+(-3).(0)=0-0+0=0
Como Det(E)=0y E e R**, entonces Rg(E)#3, Rg(E)<3.Como vimos en las propiedades

del producto de matrices, E no tiene rango maximo, no es inversible.
Tomemos matrices de orden 2:

Si eliminamos primera fila y primera columna:

4 . .,
6‘ =0 no nos da informacion.

Si eliminamos primera fila y segunda columna:

4 ) .,
6‘ =0, no nos da informacion.

Si eliminamos primera fila y tercera columna: g ‘ =0, no nos da informacién.

Si eliminamos segunda fila y primera columna:

=15
6\

Encontramos una matriz de orden 2 que se pueden extraer de E cuyo determinante es no nulo,
por lo tanto Rg(E)=2

1 -2
1 -1
Sea F =
2 -2
-3 3 -6

F eR*?, como no es cuadrada, no tiene sentido calcular determinante de F, pero cuando
definimos rango vimos que el rango de una matriz A R™" siempre es menor o igual al minimo
namero de filas y columnas que tiene A: Rg(A)<min{m;n}, por lo tanto Rg(F)<min{3;4},

es decir, Rg(F)<3

Tomemos matrices de orden 3:
1 -1 2

Si eliminamos primerafila: | 2 -2 4|=0 (la segunda fila es el doble de la primera), no nos
-3 3 -6
da informacion.
1 -2 2
Sieliminamos segundafila: | 2 -2 4|=0 (latercerafilaes menos tres medios de la segunda),
-3 3 -6

no nos da informacioén.
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-2 2
Si eliminamos tercerafila: | 1 -1 2|=0, (la tercera fila es menos tres veces la segunda), no
-3 3 -6
nos da informacion.
-2 2
Si eliminamos cuarta fila: |1 -1 2|=0, (la tercera fila es el doble de la segunda), no nos da
-2 4

informacion.
Estas son todas las matrices de orden 3 que se pueden extraer de F, por lo tanto Rg(F) #3.

Tomemos matrices de orden 2:

Si eliminamos primera y segunda filas y primera columna:

4 ) .,
6‘ =0 no nos da informacion.

Si eliminamos tercera y cuarta filas y primera columna:

-2 2
G
Encontramos una matriz de orden 2 que se pueden extraer de F cuyo determinante es no nulo,
por lo tanto Rg(F)=2

Antes de hallar una matriz de orden 2 con determinante no nulo, podriamos haber calculado
muchos mas determinantes de orden 2, lo que nos muestra que este método es eficiente solo
cuando rapidamente se encuentra un determinante no nulo, lo cual no se puede predecir; no
siempre es conveniente.
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SISTEMAS DE ECUACIONES

Introduccion:

En Algebra se trabaja con una combinacion de letras y nimeros para representar distintas situaciones.
La parte de las expresiones que tienen letras se la conoce como parte literaria.

Estas letras de una expresion reciben distintos nombres de acuerdo a qué es lo que se pretende
representar con ellas.

Variable: Es el caso de trabajar con funciones, cuando se pretende que la/s letra/s vaya/n variando
(variable/s independiente/s) para obtener el valor de otra variable (variable dependiente), es decir,

representa una relacion entre conjuntos, por ejemplo: z = f (x, y) donde z representa el precio de un

bien que depende de X, la cantidad encargada de este bien por una persona, e y, indice de inflacion
esperado al momento de la adquisicion del bien.

Indeterminada: Es el caso de expresiones algebraicas en las cuales cada letra representa un numero
generalizado con los cuales queremos hacer operaciones genéricas, sin importar cual es el namero,
por ejemplo: polinomios.

Incognita: Es el caso de las ecuaciones o inecuaciones. En este caso, si bien es un valor desconocido
en principio, sélo es necesario resolver la ecuacion para conocerlo; el simbolo igual representa una
restriccion, hay una igualdad cierta, verdadera, para algunos valores de la/s letra/s; el igual representa
un equilibrio que solo se mantiene para determinado/s valor/es de la/s letra/s.

Una ecuacion se dice lineal (o de grado 1) cuando relaciona nimeros conocidos con nimeros
desconocidos, las incdgnitas, y que se pretende conocer. Estas incognitas aparecen solamente a la
primera potencia y nunca multiplicadas entre si.

Ejemplos:
1) 2x+7=-1 es una ecuacion lineal con una incdgnita.
2) 4x-2= 3(X +1) es una ecuacion lineal con una incognita.
3) 5x+8y=2x+4 es una ecuacion lineal con dos incognitas.
4) 5x*-4=41 no es una ecuacion lineal, es de segundo grado, con una incognita.
5) 6x+12 oy no es una ecuacion lineal, es una ecuacién racional con una
X+ 4 incAgnita.
6) xy=5 no es una ecuacion lineal, es de segundo grado, con dos incognitas.
7)  12x-3xy’=0 no es una ecuacion lineal, es de tercer grado, con dos incégnitas.
8) 3Xx+6=0 Son dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas que se deben verificar
X+2y =0 al mismo tiempo.

9) b5x+8-2=2x+6+3x esunaecuacion lineal con una incognita.
10) 2x+7+2x=5+4x es una ecuacion lineal con una incognita.

Aguellos nimeros que verifican la ecuacion se dice que son solucién de la ecuacion:
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1) 2x+7=-1
2x+7-7=-1-7

2x+0=-8
2X=-8

Loax=t]-

7z

1x=-4
X=-4
Solucién: S ={-4}

o,

2)  4x—-2=3(x+1)

4Xx—-2=3Xx+3
4X-3x=3+2
X=5

Matrices — Determinantes — Sistemas de ecuaciones

Restando 7 miembro a miembro
Operando

0 es elemento neutro de la adicion en [R

Multiplicando + miembro a miembro

Operando

1 es elemento neutro de la multiplicaciénen K

Hay una solucion

Propiedad distributiva en el segundo miembro

Restando 3x y sumando 2 miembro a miembro
Operando

Solucién: S ={5}  Hay una solucién

3) 5x+8y=2x+4

8y =2x-5x+4
8y =-3x+4
1
=—.(-3x+4
y =3 )
W
8 2

Restando 5x miembro a miembro

Operando

Multiplicando  miembro a miembro

Propiedad distributiva en el segundo miembro

Solucién: S = {(x; —g X +%): X e R}. Hay infinitas soluciones; para cada valor de x elegido

. . 3.1
arbitrariamente, siempre y=—§x+—

4) 5x*—4=41
5x?=41+4
5x? =45
x? 1 5

Solucién: S ={3;-3}

Prof: Alejandra C. Zaia

2

Sumando 4 miembro a miembro

Operando

Multiplicando + miembro a miembro

Calculando raiz cuadrada miembro a miembro

Hay dos soluciones.
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5) 6x+12 ox
X+4 B Multiplicando por (x + 4) miembro a miembro
6x+12=2x.(x+4)
6Xx+12 = 2x% +8x Propiedad distributiva en el segundo miembro
0=2x2+8X—6x-12 Restando miembro a miembro 6x+12
0=2x2+2%—12 Operando: Es una ecuacién de grado 2 en una variable, conocida como ecuacion
- cuadratica: utilizando la férmula de Bhaskara, obtengo las soluciones.
X=2 v Xx=-3
Solucién: S={2;-3}  Hay dos soluciones.
6) xy=5 L . 1
x#0 A y#0 pues x.y#0,entonces multiplico miembro a miembro por —
1 1 x
X Operando
5
y=-
X
Solucion: S = {(x;—j xeR —{O}}. Hay infinitas soluciones; para cada valor de x =0 elegido
X
o . 5
arbitrariamente, siempre y=—
X
2
7) 12x-3xy° =0 Sacando x factor comdn
x.(12-3y*)=0
) Un producto es nulo sélo si uno de los factores vale 0
12-3y*=0 v x=0
12 = 3y2 Despejando la cuadrética cuya incognita es y
4=y?
2=y|
y=2 v y=-2

Solucion: S={(0;y);(x-2);(x2):xeR;yeR}.  Hay infinitas soluciones, ahora con tres
formas distintas: si x=0, yeR;si y=2, XeR;o0si y=-2, xeR

3Xx+6=0
{x+2y:0
3x+6=0 )
3Xx=-6 ~ Resolvemos la primera ecuacién que solo tiene incégnita x
X=-2
X+2y=0

-2+2y=0 Reemplazamos la incégnita x en la segunda ecuacion para hallar el valor
2y =2 de la incognita y

y=1 |
Solucion: S ={(-2;1)}  Hay una Gnica solucion

51
Prof: Alejandra C. Zaia Apunte Tebrico 1



Algebra— U.C.E.S. Matrices — Determinantes — Sistemas de ecuaciones

9) 5Xx+8-2=2x+6+3x Restando 2x; 3x Y 8 y sumando 2 miembro a miembro
5X—-2X-3x=6-8+2 Operando
0x=0

0 es elemento absorbente de la multiplicacion en R
0=0
Cuando se llega a una expresion de este tipo, es decir a una identidad, un nimero igual a si mismo,
significa que cualquiera sea el valor que tome la incognita x, la ecuacion se va a verificar.
Entonces en este caso, la solucion son todos los numeros reales.
Solucién: S=R. Hay infinitas soluciones, cada valor de x e R

10) 2x+7+2x=5+4x
2X+2X—4x=5-7
Ox=-2
0=-2
Cuando se llega a una expresion de este tipo, es decir a un absurdo, un nimero igual a otro distinto,
significa que no existe valor que tome la incégnita x para que la ecuacion se verifique. Entonces

en este caso, no hay solucion.
Solucion: S=9

Restando 4x y 7 miembro a miembro
Operando

0 es elemento absorbente de la multiplicacion en R

A nosotros nos va a interesar resolver sistemas de ecuaciones lineales, es decir, un conjunto de
ecuaciones lineales, cada una de las cuales tiene varias incognitas y buscamos aquellos nimeros como
solucién que resuelvan todas las ecuaciones al mismo tiempo. Este tipo de ecuaciones son muy Utiles
en la vida cotidiana.

Ejemplos:
1)  Parael comienzo de las clases, una libreria tiene preparados algunos combos de los productos

gue mas se venden para la agilizacién de la venta. Los combos de lapices negros y gomas de
borrar son dos: Combo A formado por 2 lapices y 3 gomas de borrar a $31 y el Combo B
formado por 4 lapices y 3 gomas de borrar por $47.

a) Si una secretaria necesita comprar sélo un lapiz, ¢ cuanto debera abonar?

b) Un estudiante va a comprar una goma de borrar antes de entrar a un examen, ¢cuanto la paga?

Respuesta

Para poder responder a las preguntas del problema necesitamos averiguar el precio unitario de los

lapices y el precio unitario de las gomas de borrar.

Primero es necesario ponerle “nombre” a cada incognita. Sean

X el precio unitario de los lapices negros

y el precio unitario de las gomas de borrar

Entonces:

Combo A: 2 lapices a $x cada unoy 3 gomas de borrar a$ y cada una, suman $31

En simbolos: 2.x+3.y =31

Combo B: 4 lapices a $ x cada uno y 3 gomas de borrar a $y cada una, suman $47
En simbolos: 4.x+3.y =47

2x+3.y=31

4.x+3.y =47

Hay varios métodos para resolver sistemas. En este caso podemos hacerlo de manera un poco
intuitiva y después lo asociaremos a un método:

El Combo B tiene dos lapices méas que el Combo A, y la misma cantidad de gomas de borrar,
entonces la diferencia entre lo que se paga en el Combo B y en el Combo A seré el precio de esos
dos lapices: 2.x=47-31 = 2.x=16 y por lo tanto el precio de un lapiz seria x =8.

Como dos lapices valen $16, en la primera ecuacion tenemos: 16+3.y=31 = 3.y=31-16
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2)

3.y =15 y por lo tanto el precio de una goma de borrar seria y=5.

La secretaria abonara $ 8 por el lapiz negro.
El estudiante pagara $ 5 por la goma de borrar.

La mayoria de las ocasiones en las que debemos resolver sistemas de ecuaciones, la resolucion
no es tan intuitiva como en este caso, entonces lo resolveremos un poco mas formalmente.

2Xx+3.y=31

4.x+3.y=47
En el nivel medio se estudia como resolver sistemas de ecuaciones lineales con dos incdgnitas
por diferentes métodos: igualacion, sustitucion, reduccion por sumas Yy restas, determinantes.
Considerando los “nimeros” que forman parte de este sistema, vamos a resolverlo por reduccion

por sumas y restas:
En las dos ecuaciones, la incognita y estd multiplicada por 3, entonces si las restamos desaparece

esta incognita, queda sélo la incdgnita x, que podremos despejar:
2x+3.y=31

CAX+ 3.y =47 — > Restando miembro a miembro

-2X+ 0=-16 = 2x=-16 = |x=8

Si en las dos ecuaciones la incognita X estuviese multiplicada por un mismo nimero, podriamos
hacer lo mismo. Dado que en una de las ecuaciones esta multiplicada por 2 y en la otra por 4 (que
es igual a 2.2), podriamos multiplicar por 2 la primera ecuacién, asi la incdgnita x estaria
multiplicada por 4 también en esta ecuacion. Desde el punto de vista del problema, seria
equivalente a adquirir dos Combo A, o sea, 4 lapices negros y seis gomas de borrar y se abonaria
por ello $ 62.

2Xx+3.y=31 > 4x+6.y=062

x 2 i -
4.x+3.y=47 4x+3.y=47 —>» Restando miembro a miembro

0 +3y=15 = 3y=15 =

Matematicamente, la solucién es S = {(8; 5)}

Una clinica geriatrica esta haciendo una importante compra de camas ortopédicas y sillas de
rueda para la mejor comodidad de sus pacientes. Como la empresa de venta de este tipo de
articulos no podia cumplir con las cantidades solicitadas, se contraté también a una segunda
empresa para que entre las dos cubran el pedido. Luego de varias negociaciones con ambas
empresas, se llegd a un acuerdo de precios para cada articulo dada la cantidad solicitada. Las
camas tienen un costo de $ 6524 y las sillas de rueda, de $ 4610 con la primera empresa, a la
que se le extendio un cheque por $ 217288; la segunda empresa vende las camas a $ 6834 y las
sillas de ruedas a $ 4286 que fueron abonadas con un cheque de $ 218924. El pedido para ambas
empresas fue el mismo.

a) ¢Cuéantas camas y cuantas sillas de rueda compro esta clinica?

b) Si al siguiente mes desean hacer un pedido igual, pero s6lo a una de las empresas, (ahora sélo
necesitan la mitad de la adquisicion anterior, y todo el pedido a la misma empresa para
mantener “precios preferenciales”) y al pedirle nuevo presupuesto previo a la compra ambas
empresas informan que por un problema de importacion de suministros, las sillas de rueda
aumentaron el 10%. ;A cual de las dos empresas conviene comprarle?

Respuesta

Para poder responder a las preguntas del problema necesitamos averiguar la cantidad de camas

ortopédicas y la cantidad de sillas de rueda que se le compra a cada empresa; entonces es necesario

ponerle “nombre” a cada incognita. Sean
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X cantidad de camas ortopédicas que se compra a una empresa
y cantidad de sillas de rueda que se compra a una empresa

Entonces:
Primera empresa: se le compran x camas a $ 6524 e y sillas de rueda a $ 4610 abonandose por

ello $ 217288
En simbolos: 6524.x + 4610.y = 217288

Segunda empresa: se le compran x camas a $ 6834 e y sillas de rueda a $ 4286 abonandose por

ello $ 218924
En simbolos: 6834.x +4286.y = 218924

6524.x+4610.y = 217288
6834.x +4286.y = 218924

Ahora los nimeros no ayudan para trabajar con la intuicién, por lo tanto lo resolveremos mediante
un método, por ejemplo, sustitucion.
Despejemos alguna incognita en alguna ecuacion, por ejemplo, despejemos la x en la primera
ecuacion:

6524.x +4610.y = 217288

6524.x = 217288 -4610.y
217288 -4610.y

6524
La reemplazamos en la segunda ecuacion:

Por lo tanto, necesitamos resolver el sistema: {

6834.x +4286.y = 218924

6834.( 21728:5_22610'3/} +4286.y = 218924 Reemplazo el valor de x hallado
148494619:5_221504740'3’ +4286.y = 218924 Propiedad distributiva
1484946192 - 31504740,y + 27961864,y _, oo, Denominador comdn
6524
— O do...
1484946192 —3542876.y _ 218924 perando
6524

Multiplicando m. a m. por 6524
Sumando m. am. 3542876.y
Restando m. a m. 1428260176

1484946192 —3542876.y = 218924.6524
1484946192 =1428260176 + 3542876.y
1484946192 -1428260176 = 3542876.y

56686016 = 3542876.y Dividiendo m. a m. 3542876
56686016 y
3542876
16=y
217288—-4610.y 217288—-4610.16 143528
Reemplazamos el valor hallado en x = = X= =
6524 6524 6524

Se compran 22 camas ortopédicas y 16 sillas de rueda a cada empresa.

a) La clinica compro 44 camas ortopédicas y 32 sillas de rueda.

b) Como las sillas de ruedas aumentaron un 10%, entonces en la primera empresa ahora cuestan
$ 4610. 1,10 = $ 5071 y en la segunda cuestan $ 4286. 1,10 = $ 4714,60
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Entonces:
El presupuesto de la primera empresa serd: 6524.22+5071.16 = 224664

El presupuesto de la segunda empresa serd: 6834.22+4714,60.16 = 225781, 60
A pesar de que la segunda empresa tiene las sillas de ruedas a menor precio, conviene
comprarle a la primera, puesto que el precio total es menor.

Sistemas de ecuaciones lineales:

Definicion:

Se denomina sistema de ecuaciones lineales a un conjunto de m ecuaciones lineales, cada una de las
cuales tiene las mismas n incognitas y de las que se espera obtener una solucién que verifique
absolutamente todas las ecuaciones:

A X +a, X+ X, :bl

A X tayX, +--+ 3, X, = bz

S: con g eR Vi<i<m; V1i<j<n; beR Vi<i<m

amlxl + a‘mZXZ +“'+amnxn = bm

a;; se denomina coeficiente de la j—ésima incognita en la i—ésima ecuacion

b, se denomina constante (o término independiente) de la i—ésima ecuacion

X;5 X5+ +; X, son las incognitas buscadas.

Se dice que S, por ser un sistema de m ecuaciones con n incdgnitas, es de orden mxn; en particular,
si m=n el sistema se dice cuadrado de orden n.

Una n—upla (s,;s,;--+;s,) s unasolucion del sistema si, al reemplazar x, por s;; X, por s,;...;X,
por s, se verifican todas las ecuaciones.

Ejemplos:

2%, +3X, =3 .
1) es un sistema cuadrado de orden 2

—X +2X, =-5

23+3.(-1)=3 /
-3+2.(-1)=-5 /
2.(-3)+3.3=3 /
—(-3)+23=9=-5 X
Se cumple la primera pero no la segunda ecuacion.

La dupla (3;—-1) es solucién pues {

La dupla (—3;3) NO es solucién pues {

es un sistema cuadrado de orden 2

2 {—4x1 +2X, =2

6Xx, —3X, =3

~4.(-3)+2.(-5)=2 V/
6.(-3)-3.(-5)=-3/

—41+23=2 /
6.1-33=-3 /

—4.3+2.(-2)=-16=2 X
6.3-3.(-2)=24%-3 X

La dupla (—3;-5) es solucién pues {
La dupla (1;3) también es solucion pues {
La dupla (3;-2) NO es solucién pues {
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Comprobamos dos duplas que son solucion, pero la tercera no lo es.

X, +2X, —4X; + 2%, =15
3) 2X, —2X, + X, +3X, =6 es un sistema de orden 3x4
X, —3X, +2X%, —2X, =-13
1+22-4.(-1)+2.3=15 /
La cuaterna (1;,2;,-13) es solucién pues2.1-2.2+(-1)+33=6
1-3.2+2,(-1)-2.3=-13/
2+21-41+2.(-3)=-6#15 >
La cuaterna (2;1;,1;,—3) NO es solucion pues< 2.2—2.1+1+3.(-3)=—6#6 ><
2-31+21-2(-3)=7%-13 X

Al igual que los ejemplos que hemos visto en la introduccion, un sistema de ecuaciones lineales
puede tener una unica solucién, mas de una solucion o no tener solucion.

En el segundo ejemplo de sistemas de ecuaciones, vimos que dos duplas son solucion. Cuando
resolvemos un sistema, podemos asegurar que si tiene dos soluciones, en realidad
matematicamente tiene infinitas; si el sistema est& asociado a un problema, es probable que sélo
algunas de las infinitas tengan sentido como respuesta.

Clasificacion de sistemas:

Los sistemas se clasifican de acuerdo al tipo de soluciones que tienen en:

Determinados: SCD  Solucion: § = {(s,s,5+-

Sistemas Compatibles Unica solucion Con cada s, € R
Tienen solucion

s, )}

Indeterminados: SCI  Solucion: § ={(s,:5,:-+:5,)}

Infinitas salucianes Cada s, es una funcion lineal en una

. ] 0 mas variables
Sistemas Incompatibles: Sl

. L Solucién: S =&
No tienen solucién } =

Estos son los casos a los que podemos llegar al resolver un sistema, la cuestion ahora es como lo
resolvemos. No importa cémo se clasifique un sistema, siempre vamos a realizar los mismos pasos
para resolverlo. La decision sobre qué tipo de sistema es, se toma en funcion de a quée llegamos al
resolverlo.
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Sistemas homogéneos:

Se denomina sistema de ecuaciones lineales homogéneo a un sistema de ecuaciones lineales cuyas
constantes son todas nulas: b, =0 V1<i<m

a X +a,X, +o-+a X, =0
Ay X +ayX, +-+a,, X, =0

S:
a X +a X, +---+a, X =0

Este tipo de sistema recibe un nombre particular porque también tiene una caracteristica que lo
diferencia de los demaés: siempre es un sistema compatible, alcanza con que todas las incdgnitas sean
nulas para que se verifiquen las igualdades: x, =0; x, =0;---;x, =0

Puede ser un sistema compatible determinado, en cuyo caso la Unica solucion es S = {(O; 0;~-~;O)} 0

bien compatible indeterminado, donde la solucion sera S = {(sl; S, sn)} concada s; funcion lineal
en una o mas variables.

Todo sistema de ecuaciones tiene un sistema homogéneo asociado y hay una relacion muy importante
entre las soluciones de ambos, que luego estudiaremos.

a11X1+a12X2+“'+a1n n:bl a11)(1+a12)(2+“'+a1nxn:O
Si s - A, % +a,X, ++8,, X, =D, ~ 5 - By Xy +8Xy +o 85X, =0 o5 g sistema
B s : 0 Lo : homogéneo asociado
A X tapX, teeeta X, = bm A X ta,X, e +a X, = 0

Es muy importante saber resolver sistemas de ecuaciones lineales y relacionar las soluciones de
sistemas no homogéneos con las de los sistemas homogéneos asociados pues, a partir de ahora, en
Algebra, todos los temas que seran estudiados se resuelven mediante sistemas de ecuaciones lineales.

Ejemplos:
+3x,=-1
1) S;: R tiene por solucion S, ={(5;-2)}
2X, — X, =12

X, +3%, =0

2% —%, =0 tiene por solucion S, = {(0;0)}

El sistema homogéneo asociado es S, :{

3x, —6x,=12 _
2) S tiene por solucion S, =4(4+2x,; X
) B {—2)(1+4X2 - _8 p B {( 2 2)}
i , ) 3x —6x,=0 »
El sistema homogéneo asociado es S, : tiene por solucion S, ={(2x,; %, )}
—2X, +4xX, =0

Los sistemas de ecuaciones, ya sean homogéneos o no homogéneos, se resuelven de la misma manera.

Para ver como los resolvemos, vamos a introducir unos conceptos previos:
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Sistemas equivalentes:

Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes si tienen la misma solucion.

Ejemplo:
2%, —3X, =8
X, +2X, =3
Son sistemas equivalentes con este:
4x, —6x, =16 2%, —3X, =8 2%, —3X, =8 2%, —3X, =8 2 =2
X, +2X, =3 —5x,—10x, =15 3%, —X,=5 X, =-14 X, =-14
Pues en todos los casos, S ={(1;-2)}

Supongamos el sistema S :{ cuya solucion es S ={(1-2)}

NOTA: Cuando hablamos de LA solucién de un sistema de ecuaciones, hablamos de todas sus
soluciones. La solucion es un conjunto de un elemento (SCD), de infinitos elementos (SCI) o de
ningun elemento (SI).

Cuando necesitamos resolver un sistema de ecuaciones, debemos encontrar un sistema equivalente al
dado, pero que sea “mas sencillo” de resolver. Esto significa que cada una de las ecuaciones tenga
alguna/s incdgnita/s menos que las otras, de forma que en algin momento podamos despejar una
incdgnita en una ecuacion simple.

En el ejemplo anterior, los sistemas equivalentes (a); (b) y (c) representan la misma dificultad para
resolverlos que el sistema original, en cambio, en (d) podemos despejar x, facilmente en la segunda

ecuacion: 7x, =-14 = x, =-2,Y luego reemplazarlo en la primera ecuacion para poder despejar
X! 2% —-3X,=8 = 2x-3(-2)=8 = 2x+6=8 = 2x,=2 = Xx =1, mientras que en
el (¢) , en la primera ecuacion: 2x =2 = X=1 y en la segunda ecuacion,

7%, =-14 = X, =-2.De los cinco sistemas equivalentes al sistema que tenemos, los casos (d) y
(e) nos permiten resolverlos en forma simple, y comparando estos Gltimos, () es ain mas facil.

Para encontrar un sistema equivalente al dado, vamos a efectuar operaciones elementales.
Las operaciones elementales son:

1) Intercambiar el orden de las ecuaciones.
2) Multiplicar una ecuacion por un escalar no nulo: A e R—{O}.
3) Sumarle a una ecuacion un multiplo de otra ecuacion.

] ] 2X, —3X, =8
En el ejemplo anterior: S:
X, +2X, =-3
. . X, +2X, =3 )
Un sistema equivalente con S es 2%~ 3% =8 que se obtuvo de permutar las dos ecuaciones:
—3x, =

E, < E, (propiedad (1))

4x, —6X, =16 es un sistema equivalente con S originado de multiplicar por 2 la primera
2) X, +2X, = -3 ecuacion: 2.E, (propiedad (2))

2%, —3x, =8 es un sistema equivalente con § proveniente de multiplicar por -5 la segunda
) —5x, —10x, =15 ecuacion: —5.E, (propiedad (2))
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2x,—3x, =8  es un sistema equivalente con S proveniente de sumarle la primera a la segunda
C ecuacion: E, +E, (propiedad (3))

3% —X, =5
g 2x,—3x, =8  esunsistema equivalente con S derivado de restarle la primera al duplo de la segunda
) 7x, =—14 ecuacion: 2.E, +(~1) E, (usamos simultaneamente las propiedades (2) y (3)).

14X, —14  esun sistema equivalente con (d) obtenido de sumarle siete veces la primera al triple de
€) 7y =_14 la segunda ecuacion: 7.E, +3E, (usamos simultaneamente las propiedades (2) y (3)).
, =
Ejemplos:

+3X, =5
1) S :{2))?1 4x2 0 Dado que x; tiene coeficiente 1 en la primera ecuacion y coeficiente 2 en
—4x, =

la segunda ecuacion, si cambiamos la segunda ecuacion por E,—2.E, nos queda el sistema
. . . X, +3X, =5 . .
equivalente que no tiene x, en la segunda ecuacion: S: . Este sistema permite
-10x, =-10
resolver la segunda ecuacién inmediatamente, para luego resolver la primera:
-10x,=-10 = x,=1

X+3X,=5 = X+31=5 = X +3=5 = Xx=5-3 = x=2
Entonces S = {(2;1)} - es un SCD.

X, +2X, =X, =1
2) S:<2x +2x,—3x, =13 Dado que X, tiene coeficiente 1 en la primera ecuacion y coeficiente 2
3X + X, + 2%, =—7
en la segunda ecuacion, si cambiamos la segunda ecuacion por E, —2.E,;, y ademas como tiene
coeficiente 3 en la tercera ecuacion, si cambiamos la tercera por E, —3.E,, nos queda el sistema
X, +2X, =X, =1
equivalente que no tiene x, en la segunda y tercera ecuacion: S: —2X,—X, =11 . Ahora, la
—5X, +5%; =10
segunda ecuacion tiene coeficiente -2 en X,, mientras que, en la tercera, el coeficiente es -5. Si
cambiamos la tercera ecuacion por 2E, —5.E,, nos queda un sistema equivalente que no tiene x;
X +2X, =X, =1
ni x, en la tercera ecuacion: S:< —2X,—X, =11 Este sistema permite resolver la tercera
15%, =75

ecuacién inmediatamente, para luego resolver la segunda y después, la primera:
15X, =—75 = X;=-b

2%, —% =11 = -2x,—(-5)=11 = -2x,=11-5 = -2x,=6 = x,=-3
X +2% %=1 = x+2(3)-(-5)=1 = x-1=1 = x=2
Entonces S ={(2;-3,-5)}; es un SCD.
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2%, +3X, —2%; =—3 Foan 2% +3X, —2%; =—3 P 2% +3X, —2%; =—3
3) S:93X +2X,+4%X, =3 - S:qy -5x,+14x,=15 —>  S:{ -5X,+14x,=15
Ax +x, +10x, =9 0T —5x, +14x, =15 0=0
La tercera ecuacion es una identidad, “desaparece”, entonces partimos de la segunda, despejando
alguna de las incognitas, conviene despejar X,:

15-14x, 14
X2=— j X2=_3+_X3
-5 5

Ahora reemplazamos x, en la primera ecuacion, pero como x, quedo6 en funcion de x,, ya no
vemos cual conviene despejar, despejamos x, tambien en funcion de x,:

—9X, +14x, =15 = -5X,=15-14x, =

2X +3X, = 2%, =-3 = 2x1+3(—3+%x3)—2x3=—3 = 2x1—9+4€2x3—2x3:—3

= 2x1=6—%x3 = xizif»—gx3

Entonces: S ={(3—Ex3;—3+gx3;x3j:x3 ER} ; esun SCI.
5 5

2X + X, + 3%, =2 2X + X, +3%X; =2 2% +3X, —2%; =—3
7, > 2FE, - 3E, E, < E -F,
4) S:q3X +5x%,+4x,=4 st ts X, =Xy =2 —  S:iy -5x,+14x,=15
2E.+E
—X, +3X, —2X, =5 bbb TX, — %, =12 0x, =10

La tercera ecuacién es un absurdo. Esto nos indica que este sistema no tiene solucion.
Entonces S=; esun SI.

Aun utilizando las operaciones elementales, puede ser trabajoso y a veces confuso, resolver el sistema
de esa manera. Hay formas mas sencillas de llevar adelante el mismo procedimiento. Vamos a definir
un par de conceptos previos:

Matrices de un sistema de ecuaciones:

Definicion de Matriz Asociada:

A X +a,X, ++ay, n:bl
Ay X + 85X, +oo + 8y, X, =D,

2n"*n

Dado el sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas S :

ale:L + am2x2 +ot aman = bm
Se denomina matriz asociada al sistema o matriz de coeficientes del sistema a la matriz A R™":

8, 8, - &,

Ay 8y o & .. . )
A= . ) : cuyos elementos son los coeficientes del sistema: las filas son los

a a

coeficientes de cada ecuacion, las columnas son los coeficientes de cada incognita.

a

ml m2 mn

60
Prof: Alejandra C. Zaia Apunte Tebrico 1



Algebra— U.C.E.S. Matrices — Determinantes — Sistemas de ecuaciones

Definicion de Matriz ampliada:

a11X1+a12X2+“'+a1n n:bl
A, X +8,,X, +---+a, X, =D,

2n"*n

Dado el sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas S :

A X +a,X, +o+ X, = bm

mx(n+1) .

Se denomina matriz ampliada del sistema a la matriz A'e R :

a; 8, T bl
' Ay Ay P bz . . .
A=| . ) ; cuyos elementos son los coeficientes y constantes del sistema: las
a, @ a,, i b

ml m2 mn m

filas son los coeficientes y constante de cada ecuacion, las primeras n columnas son los coeficientes
de cada incognita y la ultima columna son las constantes.

Ejemplos:
3x, +8X, —2X, =5 3 8 2 3 8 -2
1) 2X, +5X, + X, = 2 = A=|2 5 1| = A=[2 5 1:2
4%, +  +6x,=-3 4 0 6 4 0 6:-3
2%, +2X, =3 -2 2 -2 2
2) X, +4%, =2 = A=| 1 4 | = A= 1 4
—5x, +2x%, =—1 5 2 5 2 ;-1
2%, +3%, —2%;— X, =0 2 3 -2 -1 2 3 =2 -1i0
3) —3%, — X, +2X%, =1 = A=|-3 -1 2 0| = A=-3 -1 2 0 1
2%+  —3%,+3x,=5 2 0 -3 3 2 0 -3 3i5
2% + 3%, —2X; — X, =—2 2 3 -2 -1 2 3 -2 -11-=2
4) 3%, —X,+2%, =4 = A=|-3 -1 2 0| = A=-3 -1 2 0 4
2%+  —=3x,+3x,=-1 2 0 -3 3 2 0 3 3;-1
X, +2X, +5x%, —2x, =4 1 2 5 -2 1 2 5 214
2X, —3X, +2X; +3%, =1 2 3 2 3 12 -3 2 3:1
3%, + 2X, —2X; —4X, =5 3 2 2 4 3 2 2 -4:5
X, +9X, —4X, —7X, =4 1 -4 -7 1 5 4 7.4
X, +2X, +5%,—2%, =0 1 2 5 =2 1 2 5 -2:0
2% —3X, + 2%, +3X, =0 2 3 2 3 2 3 2 3:0
3X, + 2X, —2X; — 4%, =0 3 2 -2 -4 3 2 -2 -4:0
X, +5X, —4X, —7X, =0 1 5 4 -7 1 5 -4 7.0
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En los casos (3) y (4) los sistemas tienen los mismos coeficientes, por lo tanto tienen la misma matriz

asociada. Lo mismo sucede con los casos (5) y (6).
Hay distintos métodos para resolver un sistema de ecuaciones, pasemos a estudiarlos:

Meétodos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales:

Método de eliminaciéon de Gauss:

ap X +aX, -+, X, :bl
Ay X + 85X+ + 8y, X, =D,

n

Dado el sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas S :

ale:L +am2x2 +“'+amnxn = bm

& @ v, b

) ) ) a a a 'b

Sea A’ e R™™ |a matriz ampliada del sistema: A'=| .2 % ot
aml amZ amn : bm

Este método consiste en aplicar sobre las filas de la matriz ampliada del sistema, las mismas
operaciones elementales que antes aplicamos sobre las ecuaciones, ya que cada fila representa una
ecuacion. Las operaciones elementales sobre las filas de la matriz asociada son:

1) Intercambiar el orden de las filas: F. <> F,
2) Multiplicar una fila por un escalar no nulo, A e R—{0}: F, <> AF,
3) Sumarle a una fila un multiplo de otra fila: F, <> F, +AF,

El método de eliminacion de Gauss para resolver sistemas lineales consiste en llevar la matriz
ampliada del sistema que se quiere resolver, a través de la aplicacion sistematica de operaciones
elementales sobre sus filas, a la “forma escalonada” en las filas. La matriz resultante obtenida es
equivalente a la matriz original, por lo tanto el sistema es equivalente al sistema original.

Una matriz se encuentra en la “forma escalonada” en las filas si:

@ Si una fila no consta Gnicamente de ceros, tiene un primer elemento no nulo (de izquierda a
derecha), llamado elemento principal o pivote.

@ Si existen filas que constan solo de ceros (filas nulas), se agrupan en la parte inferior de la matriz.

@ Si dos filas consecutivas son no nulas, el elemento principal o pivote de la fila inferior se presenta
mas a la derecha del elemento principal o pivote de la fila superior.

@ Cada columna que contenga un elemento principal, tiene ceros por debajo de él.

La intencion es llevar la matriz asociada del sistema a una matriz “triangular superior” o lo mas

parecida a ella en caso de no ser una matriz cuadrada.

Se utilizara el pivote para “poner ceros” por debajo de él mediante operaciones elementales.

NOTA: Conviene siempre dejar escrita las operaciones elementales que se hacen para pasar de una
matriz a otra equivalente. En los ejemplos, siempre la primera fila que aparece en el calculo es la fila
que se va a cambiar (de igual manera que fue hecho antes con los ejemplos de ecuaciones).
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Ejemplos:
+3X, =5
1) X 9%,
2%, —X, =2
A= 1 3i5 F,-2F 1 3! 5 X, +3X, =5
2 102 0 -7:-8 ~7x,=-8
Entonces: \
Segunda ecuacion: —-7x,=-8 = X, :_—7 = X zg
- 11 8
. L 8 24 11 S={(—;—}
Primera ecuacion: x +3x,=5 = x+3.==5 =5-— = x=— 77
7 7 7
) SCD
-2X, =3
-3X, +6X, =-9
A 1 -2{ 3\ E+3F (1 23 X, —2X, =3
-3 6i-9 0 00 0x, =0
Entonces:
Segunda ecuacion: 0x,=0 = 0=0 esuna identidad
) ., S:{(3+2x,;xz):xzeR}
Primera ecuacion: X, —2X, =3 = X, =3+2X, S-CI
En la primera ecuacion despejamos x, por simplicidad, pero podriamos elegir x,, es indistinto.
2x, —4x, =4
—3X, +6X, =-1
A 2 -4 4\2FE+3F (2 414 2% —4x, =4
-3 6i-1 0 0i10 0x, =10
Entonces:
Segunda ecuacion: 0x, =10 = 0=10 esunabsurdo \ ¢—_
El sistema no tiene solucion Sl
—3X, +6X, —4x, =12
4) 2X, —4X, + 2%, =6
X, —3X, +X; =3
-3 6 4112 -3 6 4112 -3 —4 12
; 3F 42K ; Fofl |~ ;
A=l 2 -4 2:6 ~ 0 0 -2:42 ~ 0 -3 -1:21
; 3E+F E - ;
1 -3 1:3 ' 0 3 -1:21 0 0 -2:42
—3X, +6X, —4x, =12
= —3X, =X, =21
—2X3 =42 3
Entonces:

Tercera ecuacion: —2x,=42 = x,=-21
Segunda ecuacion: —3x, — X, = 21=—3x, —(-21)=21=-3x,=0=x, =0

Primera ecuacion: —3x, +6x, —4x, =12=-3x,+6.0-4(-21)=12=-3x =12-84=x = 24
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X, — X, +2X%, =10
5) 3% —2X,+2X,=9
—2X, + X, =1
1 -1 2 110
A= 3 =2 2 19
2 10 |1

X, — X, +2X%, =10
=
X, —4x;, =-21

=
|
=
N
[EEY
o

F,-3F, | F+F,
F,+2F,

o O
|
=
|
~ b
|
N DN
= =
!
O O |-

Entonces:
Segunda ecuacion: X, —4x, =—21= X, =—-21+4x,

Primera ecuacion:
X, =X, + 2% =10 = X, —(—21+4%; )+ 2%, =10 = X, + 21— 2%, =10 = x, =—11+2X,
S = {(—11+2x3;—21+4)c3;x3)::»c3 € R}
SCI
2X + X, —3%, =8
6) 4% +3X,—X; =6
—2X, —2X, — 2%, =4

2 1 308) 5 (20 1 31 8) .,
A=l 4 3 106/, (0 1 510 -

. | _10
2 -2 24 0 -1 -5 4 '

SEESEIN
O |

o o1
|
(o]

2X, + X, —3X, =8
= X, +5%, =10
0x, =—6

Entonces:
Tercera ecuacion: Ox,=—6 = 0=-6 esun absurdo S=0

El sistema no tiene solucion SI

3X, +6X, —3%X; =9

7) 12X +4X,-2%X, =6
=X, —2X, + X; =—3

3 6 -3

A=l 2 4 -2
1 2 1.-3

Entonces:
La Gnica ecuacion: 3X,+6x,—-3%,=9 = 3x,=9-6X,+3X, = X =3-2X,+X,

|
w

= 3% +6x,-3%,=9

O O 1w
o 1o o
o O ©

o O

S:{(3—2x2 + X505 )X, € R x, ER}
SCI
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2X +6X, =6
8) X, +2X, =4
2%, +2x, =10
2 616 2 66 2 6!
; 2F - F ; F-F |~ ; 2%, +6x,=6
A=1 2 :4 ~ 0 -2:2 ~ 0 -2:2 =
§ F,—F j § -2x,=2
2 2,10 0 4.4 0 0 ;0
Entonces:
1IANn-* —_ — 2 —_— —
Segunda ecuacion: -2x, =2 = xz__2 = X,=-1 S={(6;—1)}
Primera ecuacion: 2x, +6x, =6 = 2x+6.(-1)=6 = 2x=6+6 = &:%:6 SCD
3x, —4x, =1
9) {2x,+3x,=4
4%, —X, =5
3. AL Vip g (3 A1 g p(? A1 2%, +6%, =6
A=|2 3;4 3E T4F 0 17;10 ~ 0 1_7;10 = —2X,=2
4 -1:5 0 13:11 0 057 0x, +0x, =57
Entonces:
Tercera ecuacion: 0x, +0x, =57 = 0=57 esunabsurdo ;S =
El sistema no tiene solucion Sl
2X, —4x, =2
10) < —3x, +6%, =-3
X, —2X%, =1
2—4;22F2+35 2 —452
A= -3 6;—3 2F"F 0 _OO = {2 —4x,=2
1 -2 1 0 00
Entonces:

La Unica ecuacion: 2x, —4x,=2 = 2X =2+4x, = X =1+2X,

S:{(l+2xz;x2):x3 ER}
SCI

2X, — X, +4X, =8
11) X1 2 3
5X, +4X, +3X%, =15

, [2 -1 4 :stFz—SFl[z -1 4] sj {2x1—x2+4x3:8
A= =

0 13 —14!-10

5 4 3 15 13, ~14x, =10
Entonces:
. 10 14
Segunda ecuacion: 13x, —14x,=-10 = 13x,=-10+14x, = X, = —EJrEx3
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Primera ecuacion:

10 14 94 38 47 19
2% =X, +4X%, =8 = 2X —| ——+—X; |[+4%, =8 = 2X=——-—"X, = =———X
TR )(1(13133j ? ARETRETI ERETRNTI
S= (£—§x3;—9+5x3;x3j:x3eR
13 13 13 13
12) 3%, —2X, +9%X; =3 scl
—6x +4Xx, -10x, =9

(3 2 5, 3\ K+2F(3 -2 5 1 3 3x, —2X, +5%, =3
A = ! ~ ! f—
-6 4 -10:-9 0 00 :-3 0x, +0x, +0x, =3
Entonces:
Segunda ecuacion: 0x, +0x,+0x,=-3 = 0=-3 esun absurdo.

El sistema no tiene solucion §=2

Si

Método de Gauss - Jordan:

Como ya vimos, dada una matriz Ae R™", el método de Gauss-Jordan sirve para hallar una matriz
equivalente a A, pero que tiene muchos ceros.

A X+ A, X, oo X, :bl

Ay X +8yX, +oo + 8y, X, =D,

2n"*n

Dado el sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas S :

ale:L +am2x2 +“'+amnxn = bm

& &, oA, b
a, 4a, -+ a,'b
Sea A’ e R™™ |a matriz ampliada del sistema; A'=| .2 % n e
a, a a,, i b

ml m2 mn m

Aplicaremos el método de Gauss - Jordan sobre la matriz A’, pero los pivotes solo seran elegidos
sobre la matriz A.

Este método es equivalente al método de Gauss, pero con la ventaja de tener mas ceros en la matriz
asociada al sistema, y por lo tanto es mas facil despejar las incognitas; sin embargo, se necesita
practicamente el mismo trabajo para resolverlo.

Terminado el proceso de Gauss — Jordan, s6lo se despejan los pivotes.

Veremos a través de los mismos ejemplos anteriores las ventajas.

Ejemplos:
X, +3X, =5
2X, — X, =2
A,_?) 3:5} (1 3 5) ! 05171
2 112 0o @i o 7 g
_Uu %=1
=N TS 87 = S:{(Eﬁj}
—7X,=-8 X, == 77
7 SCD
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2 { X, —2X, =3
—3x, +6X, =-9
A,:[@ 2 3} B [1 —253} _ {xi—ZXZ:B _ {x1=3+2x2
3 6-9 0 0i0 0x, =0 0=0
Despejamos x, pues fue nuestro pivote. ¢ _ {(3+2x2;x2 ):x, € R}
SCI
3) {2x1—4x2:4
-3X, + 6%, =-1
A,:[@—4§ 4) 3 (2 —454) _ {2x1—4x2:4 _ {2x1—4x2=4
3 6:-1 0 05 0x, =5 0=5 Absurdo
S=9
Sl
—3X, +6X, —4x, =12
4) ¢ 2% —4X,+2X, =6
X, —3X, +X; =3
3 6 4112 0 -3 ()i 0 -3 -1i21
AN=| 2 4 2i6| ~ |0 2 0i0| ~ |0 (@ 0i0|-
@D -3 13 1 3 1.3 6 024
0 0 -1i21 X, =21 X, =21
~l0o 2 00| = gzxz—o = ix=0 = S={(240-21)
1 0 0:24 X, =24 X, =24 SCD
X, — X, +2X%, =10
5) 3% —2X,+2X, =9
—2X, + X, =1
@ -1 2 i10 1 -1 2110 1 0 -2 -1
A= 3 22i9| ~ [0 O 4i-22] ~ |0 1 -4 -2
2 10 i1 0 -1 4 21 0 0 0.0
{X1_2X3:_11 — {&:_114_2)(3 — S:{(—11+2x3;—21+4x3;x3):x3ER}
X, —4x, =-21 X, =—=21+4x, scl
Despejamos X, y X, pues fueron nuestros pivotes.
2X + X, —3X, =8
6) 4 +3X,—X; =6
—2X, —2X, — 2%, =4
2 @ -3i 8 2 1 -3 8 0 1 5i-4
A=l 4 3 -1i 6| ~ |2 0 8 :i-18/ ~ [0 0 0 i-6
2 2 2.4 @ o -8 12 2 0 812
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X, +9%X, =—4 X, +5X%, = —4
= 0x, +0x, +0x, =—6 = 0=—6 Absurdo = S§S=¢
2%, —8x, =12 2%, —8x, =12 S]
3% +6X,—3%; =9
7) 12X +4X,-2X, =6
=X, —2X, + X; =3
3 6 -3!09 0 0 00
A=l 2 4 21 6| -~ 0 0 0: 0] = {Xx-2%+x=-3
1 2 (D) -3 1 2 1 -3
= {X; ==3+x +2x, = S:{(xl;xz;—3+x,+2x2):x]ER,xzeR}
Despejamos x, pues fue nuestro pivote. SCI
Notar que la respuesta esta escrita distinta que en el ejemplo resuelto por Gauss, pero se puede
verificar que es la misma, simplemente es otra forma de escribir el mismo resultado.
2X, +6X, =6
8) X, +2X, =4
2X, + 2%, =10
2 616 @ -2 2 -2
; ; ; 2X, =2
A= 2 P4 ~ 1 2 4 ~ 1 0 6 = { B
2 2 10 0 2! 2 0 !0 % =6
{)Z _ 61 §={(6:-1)}
SCD
3x, —4x, =1
9) {2x+3x,=4
4%, =X, =5
, , 0 0 _Q Absurdo
3 41 -13 0 '-19 14
A=2 34| ~ |@ o0:19| ~ |14 0 19| S§=0
4 ODis 4 -1} 5 0 -1 ! 3 sI
7
2X, —4x,=2
10) { -3x, +6x, =-3
X, —2X%, =1
2 412 0 00
A=-3 6:-3] ~ |0 0i0 = {x-2%=1 = {x=1+2x
@ 21 1 __251 S:{(1+2x2;x2):xzeR}
Despejamos x, pues fue nuestro pivote. sCl
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2%, — X, +4X, =8
11) Xl 2 3
SX, +4x,+ 3%, =15

. . 0 -1 14110
2 E:)4 | 8 2 -1 4.8 — =
A':( : j ~ ( j ~ 13 :13

5 4 3 15 0 19 47 13 0 1947

14 10 14 10

X, =— X, — —
Xyt = *"137° 13 - (ﬂ_ﬁx-ﬁx _Q-xj-x <R|
N 13 +11?;x —13 - 47 19, 13T )
X +19%, = X=137p% sCl

Despejamos x, y X, pues fueron nuestros pivotes.

3X, —2X, +5%;, =3
12) Xl 2 3
—6x, +4x, -10x, =9

A,:(@ 2 5] 3) B (3 -2 5| 3} N {3x1—2x2+5x3:3

6 4 -101-9 0 0 0:-3 0x, +0x, + 0, =3

{3x1—2x2+5x3:3 {3x1—2x2+5x3:3
=

O _ _ = LSY = @
X, +0x, +0x, =-3 0=-3 Absurdo

Sl

En los casos en los cuales el sistema es compatible indeterminado, si bien se podria elegir la incognita
a despejar, conviene despejar siempre la que se uso de pivote; de esta manera, son mas simples los
calculos.

Simultdneamente a la resolucién del sistema, podemos analizar como se clasifica éste. Si por
eliminacion de Gauss se anulan filas de una matriz, si utilizamos el método de Gauss-Jordan se anulan
la misma cantidad de filas. EI como se anulan o no las filas nos dice si el sistema es compatible
determinado, indeterminado o incompatible:

Teorema de Rouché — Frobenius:

Dado un sistema de ecuaciones lineales con n incdgnitas S cuya matriz asociada o de coeficientes
es Ae R™" y su matriz ampliada es A’ e R™™  entonces:
+ Si Rg(A)=Rg(A)=n el sistema es un sistema compatible determinado: SCD.

+ Si Rg(A)=Rg(A’)<n el sistema es un sistema compatible indeterminado: SCI.
+ Si Rg(A)=Rg(A) el sistema es un sistema incompatible: SI.

Este teorema nos permite analizar cdmo se clasifica el sistema antes de resolverlo, pero como
debemos analizar el rango tanto de la matriz asociada A como el de la matriz ampliada A’, al menos
debemos triangular ambas matrices (método de Gauss) 0 bien “pivotearlas” (método de Gauss —
Jordan). Alcanza con hacerlo con A’ y analizar desde esta, a la matriz A

Vamos a analizar cada uno de los ejemplos que vimos en la resolucién de los métodos anteriores:
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Ejemplos:
+3x, =5
1) X 2
2%, —X, =2
: n=2
1 35 1 35 1011
A = , ~ = ~ 7 | = {Rg(A)=2 SCD
2 -1:2 0 -7:-8 f
0 -7:-8 Rg(A')=2
—2X,=3
—3X, +6X, =-9
n=2
1 -2 3 1 -21i3
A = ~ = JRg(A)=1 SCI
-3 6:-9 0 0:0
Rg(A)=1
2X —4x, =4
—3X, +6X, =—-1
n=2
2 4% 4 2 44
A ~ = 1Rg(A)=1 sl
3 6:-1 0 0:5
Rg(A)=2
—3X, +6X, —4x, =12
4) 2X, —4X, + 2%, =6
X, —3X, +X; =3
-3 6 4112 0 -3 -1i21 0 -3 -1i21
A= 2 4 2:6| ~ |0 2 00| ~ |0 2 0:0|-~
1 -3 1:3 1 -3 1:3 1 -6 0:24
0 0 -1i21 n=3
~|0 2 0:0| = :{Rg(A)=3 sSCD
X, — X, +2X%, =10
5) 3% —2X,+2X, =9
—2X, + X, =1
1 -1 2 !10 1 -1 2110 1 0 -2i-11
A= 3 -2 219 ~ |0 1 4:-=21| ~ |0 1 -—4:-2
-2 1 0 i1 0 -1 4. 21 0 0 0: 0
n=3
= JRg(A)=2 sClI
Rg(A)=2
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2%, +X, —3%X, =8

6) 4% +3X, =X, =6
—2X, —2X, = 2%, =—4

2 1 318
A=l 4 3 -1i 6

3X, +6X, —3%x, =9

7) 2% +4X,—2X, =6
=X —2X, + X, =—3
3 6 -3!09
A= 2 4 -2:6
-1 2 1:-3

2X%, +6X, =6
8) § X +2x,=4
2%, +2%, =10
2 616
A=l1 24| -~
2 2110

3x, —4x, =1
9) 12x +3x,=4
4%, =X, =5

2%, —4x, =2

10) 1 —3x, +6x, =-3
X —2X, =1

2 41 2

Prof: Alejandra C. Zaia
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2 1 -3 8 0 1 5 -4
-2 8 i-18| ~ |0 0 0:-6
2 0 -8 12 2 0 -8(12
0 0 010 n=3
0 0 0: 0| = JRg(A)=1 SCI
-1 -2 1 ;-3 Rg(A)=1
212 0 2 1-2 n=2
21 4] ~ |1 0 :6| = <Rg(A)=2 SCD
0 0 | 19
0 !-19 Ta n=2
0 19 | ~ [14 0 | 19 | = <Rg(A)=2 Sl
—1 5 0 —1 _§ Rg(A'):s
7
0 n=2
0: = {Rg(A)=1 sCI
21 Rg(A)=1
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2%, — X, +4X, =8
11) Xl 2 3
SX, +4x,+ 3%, =15

_ = n=3
o [2 148 2 -1 48 0 1%:%3 Rg(A)=2 SCI
5 4 3 15 13 0 19 i 47 aA)=
13 0 19 :47 Rg(A’):2
3X, —2X, +5%, =3
12) Xl 2 3
—6x, +4x, -10x, =9
, n=3
3 2 5! 3 3 2 5} 3
A= , ~ = = 4{Rg(A)=1 I
6 4 -10:-9 0 0 0:-3
Rg(A)=2

En los casos en los que la cantidad de incdgnitas es mayor que la cantidad de ecuaciones (ejemplos
(11) y (12)), el sistema nunca puede ser compatible determinado, puesto que seguro, los rangos de
ambas matrices son menores que la cantidad de incdgnitas.

Es los casos en los cuales el sistema de n incognitas es compatible, 0 sea Rg(A)=Rg(A’), la
cantidad de variables libres, o grados de libertad, que vamos a tener en las soluciones siempre es
n—Rg (A) . Como podemaos despejar la cantidad Rg (A) incognitas de nuestro sistema de ecuaciones,
estas van a depender de las restantes n—Rg(A) incdgnitas.

Esta relacion va a ser muy importante cuando trabajemos con espacios vectoriales en las UNIDADES
TEMATICAS N° 2; 3y 4.

Veamos los ejemplos anteriores, de los cuales ya conocemos sus soluciones:

Ejemplos:
n=2
X, +3X, =5 . .
1) 5 5 Rg(A)=2 SCD  Variableslibres:2—-2=0
— X, =
T Rg(A)=2

No hay variables libres puesto que la solucion es Unica: S = {(1713}

n=2
X, —2X, =3 ) _
2) Rg(A)=1  SCI  Variables libres:2-1=1
—3X, +6X, =-9
Rg(A)=1
Como la soluciones S = {(3+ 2%, %, )1 X, e}R}, X, es la variable libre.
2%, —4x, =4 n=2
—4x =
3 | TuTT Rg(A)=1 sl
—3X, +6X, =—-1
Rg(A)=2
Como este sistema no tiene solucion, no aplica la relacion entre cantidad de variables y rango.
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—3X, +6X, —4x, =12 n=3
4) 1 2% —4X,+2x%, =6 Rg(A)=3  SCD  Variables libres:3-3=0
X, —3X, + %X, =3 Rg(A’)=3

No hay variables libres puesto que la solucion es Unica: S = {(24; 0; —21)}

X, — X, +2X%, =10 n=3
5) 4 3% —2X,+2X, =9 Rg(A)=2 SCI  Variables libres:3-2=1
—2% +X, =1 Rg(A)=2

Como la solucion es S ={(—11+2x,;-21+4x,;X,): X, € R}, x, es la variable libre.

2% + X, —3X, =8 n=3
6) A%, +3%, — X, =6 Rg(A)=2  SI
—2X, —2X, — 2%, =—4 Rg(A)=3

Como este sistema no tiene solucién, no aplica la relacion entre cantidad de variables y rango.

3%, +6X,—3%; =9 n=3
7) 42X +4X, —2X%; =6 Rg(A)=1  SCI  Variables libres:3-1=2
=X —2X, + X, =—3 Rg(A’)=1

Como la soluciones S = {(x1 X;—3+X +2% )% eR,X, € }R}, X, Y X, son las variables libres.

2X, +6X, =6 n=2
8) < x +2x,=4 Rg(A)=2 SCD  Variables libres:2-2=0
2%, +2x, =10 Rg(A)=2

No hay variables libres puesto que la solucion es Unica: S = {(6;—1)}

3x, —4x, =1 n=2
9) 2% +3x,=4 Rg(A)=2  SI
4% =X, =5 Rg(A)=3

Como este sistema no tiene solucién, no aplica la relacion entre cantidad de variables y rango.

2%, —4x, =2 n=2
10) < —-3x, + 6%, =—3 Rg(A)=1  SCI  Variableslibres:2-1=1
X —2%, =1 Rg(A)=1
Como la solucion es S ={(1+2x,;%,):x, € R}, x, es la variable libre.
n=3
2X, — X, +4X%, =8 _ )
11) Rg(A)=2 SCl  Variables libres:3-2=1
SX, +4x,+3X%, =15
Rg(A)=2
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Como la solucion es S = {(ﬂ_lg 14 10

—x3,—x3——;x3j:x3eR , X, €s la variable libre.
13 13 "13 ° 13

n=3
3%, —2X, +9%X; =3
12)] TR Rg(A)=1 Sl
—6x, +4x, -10x, =9 ’
Rg(A)=2

Como este sistema no tiene solucion, no aplica la relacion entre cantidad de variables y rango.

Expresion matricial de un sistema de ecuaciones:

a11X1+a12X +“'+a1n n:bl
a21x1+a22x +---4a,,X, =h,

2n"*n

Dado el sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas S :

amlxl + a‘mZXZ +”'+amnxn = bm

8; a, - &,
. . 8y 8y ot & . S
cuya matriz asociada es A=| . ) ) , podemos considerar el vector de incognitas
a‘ml am2 a‘mn

como una matriz columna X e R™ vy al vector de constantes como una matriz columna B e R™*,

X = X:Z y B= bf , entonces, se puede expresar al sistema como un producto de matrices:
X, b,
a; &y an | [ % b,
S: 6}21 6}22 6}2” . Xf = bf 0 equivalentemente: S:A.X =B
a, 4a., a,, )\ X, b,

Volviendo a los conocidos ejemplos anteriores:

Ejemplos:

D {x1+3x =5 s:[l 3}()(1}:[5]
2X, =X, =2 2 1)\ x 2

2 {oms s el
3x, +6X%, = -3 6\ X -9

3) { 2x, —4x, =4 S:( 2 —4][&)2( 4}
—3X, +6X, = -3 6/ X -1
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—3X, +6X, —4x, =12 -3 6 —4)\(x 12
4) § 2% —4X,+2%,=6 S -4 2% |=|6
X, —3X, +X; =3 1 -3 1)(x 3
X, — X, +2X%, =10 1 -1 2)\(x 10
5) 3% —2X,+2X, =9 S: -2 20| X% |=
—2X% +X, =1 -2 1 0)(x 1
2X + X, —3%, =8 2 1 3)\(x 8
6) 4% +3X,—X; =6 S:14 3 -1|ix|=| 6
—2%X, —2X, — 2%, =—4 -2 -2 =2)\X -4
3%, +6x,-3%x, =9 3 6 -3)(x 9
7) 12X +4X,-2%X, =6 S:l 2 4 2% |=| 6
X, = 2X, + X3 =—3 -1 2 1)(Xx -3
2%, +6X, =6 2 6 6
8) X, +2X, =4 S:I1 2 (;(1]: 4
2%, +2x, =10 2) 2% (10
3x, —4x, =1 -4 1
9) 12x +3x,=4 S:12 3 [j:lj: 4
4%, — X, =5 -1)?% 5
2x, —4x, =2 2 -4 2
10) < —3x, +6x, =-3 S -3 6 (:1]: -3
X, —2X%, =1 1 -2) 7 1
X
2% — X, +4X, =8 2 -1 4 8
11) R, S: 1% |=
SX, +4X,+3%, =15 5 4 3 . 15
3

X
3X, —2X, +5%, =3 3 2 5 3
12) QT S: 1% |=
—6x, +4Xx, -10x, =9 -6 4 -10 -9
3

Una vez halladas las incdgnitas, el vector de incognitas X € R™ sera el vector de soluciones del
sistema.
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Proposicion:

Sea AeR™", las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) A esuna matriz inversible

b) AX =B tiene solucion Gnica, ¥V BeR"™.

c) AX =N tiene como Unica solucion a la solucion trivial: X =N (N la matriz nula de R™)
d) A esequivalente por filas a la matriz 1.

Método Matricial:

Dado un sistema de ecuaciones lineales cuadrado con n incdgnitas cuya matriz asociadaes A R™"
y considerando el vector de incognitas (soluciones) y al vector de constantes como las matrices

columna X e R™ y B eR™*, como el sistema de ecuaciones cuadrado expresado como un producto
de matrices es S:A. X =B entonces, si Det(A)=0 o dicho de otra manera, Rg(A)=n, A es
inversible y, por la proposicion anterior, podemos obtener la Gnica solucion pre-multiplicando
miembro a miembro por A™:

AX=B = A’ (AX)=A'B = (A'A)JX=A'B = I .X=A"Byporlo
tanto la soluciénes X =A™".B.

Este método sélo se puede utilizar si A es una matriz inversible, es decir, sélo si es un SCD.

Considerando los ejemplos cuadrados anteriores, de los cuales ya conocemos su rango Yy soluciones,
veamos cOmo resolverlos de esta manera, cuando sea posible:

Ejemplos:
3x, =5 1 3 5
1 {BT S: e a-|? Det(A)=-7=0
2%, —X, =2 2 -1)\x 2 2 -
13 13 11
AT 7 N XV |7 7S N X _| 7
2 1 ) |2 _1\2 x) | 8
7 7 7 7 7

e P S
—3x, +6X, =-9 -3 6)\ X -9 -3 6

No tiene Unica solucion. Es un sistema compatible indeterminado o incompatible, este método no
puede deducirlo ni buscar la solucién.

3) { 2x, —4x, =4 S:( 2 —4}(&}2[ 4] A=( 2 —4j Det(A) =0
—3X%, +6X, =-1 -3 6){x -1 -3 6

No tiene Unica solucion. Es un sistema compatible indeterminado o incompatible, este método no
puede deducirlo ni buscar la solucion.

—3X, +6X, —4x, =12 -3 6 -4)\(x 12 -3 6 -4
4) { 2% —4X,+2x,=6 S:| 2 -4 2||x,|=|6| A=| 2 -4 2| Det(A)=2=0
X, —3X, +X; =3 1 -3 1)(x 3 -3 1
76
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! j 2 X, ! i 2 (12 X, 24
At=l 0 = -1 = X [={ 0 = -1 = X, |=| 0
2 2
3 X, 3 X, -21
-1 —— 0 -1 —— 0
2 2
X, — X, +2X%, =10 1 -1 2)\(x 10 1 -1 2
5) 3% —2%,+2x,=9 S:| 3 -2 2||x|=|9| A=| 3 -2 2| Det(A)=0
—2%, + X, =1 -2 1 0)\{x 1 -2 1 0

No tiene Unica solucidn. Es un sistema compatible indeterminado o incompatible, este método no
puede deducirlo ni buscar la solucion.

2X + X, —3X, =8 2 1 3)\(x 8 2 1 3
6) 4% +3%,-%,=6 S:| 4 3 -1||x,|=| 6| A=| 4 3 -1| Det(A)=0
—2X, —2X, —2X, =—4 -2 -2 -2)\x -4 -2 -2 2

No tiene Unica solucidn. Es un sistema compatible indeterminado o incompatible, este método no
puede deducirlo ni buscar la solucién.

3%, +6x, —3%, =9 3 6 -3)\(x 9 3 6 -3
7) 12x +4x,-2x,=6 S:| 2 4 -2||x,|=| 6| A=l 2 4 -2| Det(A)=0
—X, —2X, + X, =—3 -1 -2 1)\x -3 -1 -2 1

No tiene Unica solucion. Es un sistema compatible indeterminado o incompatible, este método no
puede deducirlo ni buscar la solucién.

Los casos (8) a (12) no son cuadrados, sus matrices asociadas no tienen inversa, este método no
sirve en dichos casos.

Como veiamos antes, este método sélo sirve si el sistema cuadrado y SCD.

Este método es muy practico para sistemas de orden 2, pues es rapido encontrar la inversa; para
sistemas de orden 3 0 mayores, la basqueda de la inversa lo hace mas trabajoso, es preferible utilizar
uno de los métodos anteriores.

NOTA:

Dado el sistema de ecuaciones matricial cuya matriz asociada es una matriz cuadrada Ae R™",y
considerando una matriz de incognitas (soluciones) y a una matriz de constantes de igual orden,

X eR™ y BeR™P, el sistema de ecuaciones expresado como un producto de matrices
S:A.X =B con Det(A)=0 o dicho de otra manera, Rg(A)=n, A es inversible y por la
proposicion previamente vista, podemos obtener la Unica solucién pre-multiplicando miembro a
miembro por A™ de la misma manera que lo hicimos antes:

AX=B = A% (AX)=A"B = (A'A)X=A'B = I,.X=A'Byporlo

tanto la soluciones X = A'B.

Esta solucién es independiente de la matriz B e R™", puesto que el despeje de X € R™" depende
solode A.
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Ejemplos:
y (2 B[ Xe) (5
5 7)) X1 Xy - 3 1
A 1 -7 -3 X1 Xp
-5 2 X1 Xy
p (4 2) (% % %)_(1 4
3 2) Xy Xy Xy 5 3
1 -1
Al= —
3,
2
e % %) (2t f
( b 3j= 23 0 -7
Xy Xy Xy ?
11 X Xy X)) (5
3 |-1 2 X1 Xy Xy 2
-2 1 Xp Xy Xy —6
14, 1
3 3
Ail - —ﬂ 2 —§ =
3 3
1 -1 1
10 7
3 3
IR
21 A2 A 3 3
X Xy Xy 3 0 _5
10 X; X, | (8 4
4120 X Xy |=|2 D
11 1) Xy X 4 2
11
32 13 Xll X12
A= _g g 1 = X Xy
X X
1 1 31 32
- =0
3 6
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A=( : _Bj Det(A)=-120
-5 7
_3J [5 _4J (Xﬂ Xuj [_44 25}
. - =
—2)3 1 X1 X -31 18
4 2
j A:( j Det(A):2¢0
3 2

1 -1
-1 4 2
X, ><13J: 5 ( J _
Xy Xy —— 2|\ 3 =2
2
-3 1 1 2
6 A=l-1 2 3 Det(A)=3+0
-2 1 2
o )
X X3 4 c 5 2 =3
Xy, X |=|—= 2 —=1||2 4 6 =
3 3
X2 Xy 1 -1 1 -6 2 4
1 0
A=-2 0 Det(A)=—6¢O
1 1
11,
32 3 8 —4 Xy Xy 2 -3
_521'25 = | Xy Xp |=[-1 3
1 1 4 =2 X3 Xy 2
3 6 ° 3 1
2
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10 1) (% X X3 X)) (2 0 1 101
5) 011} Xa Xy Xz Xy |= 4 2 0 6 A=10 1 1 Det(A)=—2¢O
11 0)(X X X5 %) (-2 3 91 110
e
2 2 2 o % %) |22 22 0
A= —% % % = X Xy Xy Xy |= _E E E 14 2 =
1 1 1 a1 X Xz Xy 1 1 1 -2 3 91
2 2 2 2 2 2
-2 1 -4 1
Xy X Xz Xy 2
Xo X Yoz Xy [=|0 § 5 0
X Xy X3 Xy 2
4 15 6

Si la matriz A no es inversible o bien no es cuadrada, el sistema S:A.X =B con AeR™",

X eR™Py BeR™" se debe resolver por los métodos de triangulacion de Gauss o pivoteo de Gauss-
Jordan:

Ejemplos:
1 0 1)(x, X, X3) (2 4 3 1 01
) |0 1 1]|X, X, X5|=|2 -5 6 A=|0 1 1 Det(A)=0
1 1 2)( Xy X X)) (4 -1 3 11 2
Como la matriz A no es inversible, la ecuacién matricial no tiene Unica solucion. Debemos

utilizar otro método.

Si multiplicamos A por la primera columna de X nos da por resultado la primera columna de
B ; si multiplicamos A por la segunda columnade X nos da por resultado la segunda columna
de B ysimultiplicamos A por laterceracolumnade X nosda por resultado la tercera columna
de B: Entonces podriamos considerar que tenemos tres sistemas de ecuaciones lineales:
S,:AX'=B'; S,:AX?*=B’vy S,:AX®=B’y como todos tienen la misma matriz
asociada A, resolverlos simultdneamente, por ejemplo, por el método de Gauss - Jordan:

0 112 4 -3 1 0 112 4 -3 (1 0 1 12 4 -3
01 1i2 56 |~0(@1i2 56 |~[01 12 56
1 1 2 :4 -1 3 0 1 1 :i2 -5 6 0O 0 0i0 0 O

1 0112
- + X, =2 =2—X
S {xn w=2 {xn o
0 0 OEO Xop +Xg =2 Xy =2 Xg
Para 82: 0 1 1 i-5 {:((12+X32— 5 = {?2 5 3)2( 2 X3 4 X5,
0 0 0 2 e 2 % >X: 2-xy  S5-xy, 6-xy
1 0 1 3 X3 X3
+ Xy =—3 3—X
Para 83: O 1 1 {Xﬁ 33 - {XB 33
0 0 0 Xp3 + X3 =6 Xy =6 Xy SCl
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1 2 -1)\(X; X, Xz 5 21 1 2 -1
2) 3 1 2 Xy Xy Xy|(=|4 8 2 A=13 1 2 Det(A)=0
1 83 4)( Xy X5 Xy -1 12 0 1 -3 4

Como la matriz A no es inversible, la ecuacion matricial no tiene Unica solucién. Debemos
utilizar otro método. Al igual que en el caso anterior, podriamos considerar que tenemos tres

sistemas de ecuaciones lineales: S, :AX'=B'; S,:AX?’=B’y S,:AX°=B®ycomo
todos tienen la misma matriz asociada A, resolverlos simultaneamente. Por ejemplo, por el
método de Gauss - Jordan:

2 -1i5 21 1 2 115 21 1 o0 1 ¢ 2 ¢
31 24 8 2(~j0 (5 [-1114 1|~[0 5 5 1114 -1
1 34 ,;-1120 0 5 5 ;-6 14 -1 0 0 0 (5 0 O

1 0o 1 2 X+ Xy =2
ParaS: |0 -5 -5 :-11 —BX,, —5X,, =—11
0 0 0 5 0=5 Absurdo
Como S, es un sistema que no tiene solucion, entonces no existe X e R*® que verifique
AX =B,esunSl.
3 12 |t e Mmooy g At 2 AR
2 4 =2)* 2 ®) {2 5 3 2 4 2
Xy Xy X

31

Vamos a considerar que tenemos tres sistemas de ecuaciones lineales: S, : AX'=B';

32 33

S,:AX?=B?y S,:AX?®=B®ycomo todos tienen la misma matriz asociada A, resolverlos
simultdneamente. Por ejemplo, por el método de Gauss - Jordan:
és

2 114 11 1 2 -1i4 -11
4 202 5 3)7l0 0 0 67 1

1 2 1.4 X11+2X21_X31:4
0O 0 O 5—6 0=—6 Absurdo

Como S, es un sistema que no tiene solucion, entonces no existe X € R*® que verifique
AX =B, esun Sl. (En este caso sucede lo mismo con S, ycon S;)

103 23| e w5 3
4) 12 37 Xa X X3 |= 1 2 0
X31 X32 X33

Para S, : (

>

1 3 2 o3
A= AceR™
-1 2 3

Vamos a considerar que tenemos tres sistemas de ecuaciones lineales: S : AX'=B';

S,:AX?=B?*y S,:AX®=B®ycomo todos tienen la misma matriz asociada A, resolverlos
simultaneamente. Por el método de Gauss - Jordan:

3 2 i4 2 -3 1 3 2 i4 2 3 1 0 -1i1 _2 _6
; ~ ; ~ : 5 5
-1 2 3 1 2 0 O@ 5 /5 4 -3 0 5 5 !5 4 -3

0 -1 1j {xll—xs1 =1 _ {xﬂ =1+X,

Xy = 1- X31

Para SZ: 10 -1 E _% X12 _X32 :_% N X12 :_%+X32
05 54 _ et

1
Para S, : [0
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1 0 -1;-¢ —Xgg =—2 =—%+x
Para 33: 5 X3~ X3 _5 N X13_ z 33
0 5 5:-3 SXy3 + 5%, =—3 Xp =—%
1+X31 _%‘*'st _%"'Xss
X = 1_X31 %_Xaz _%_Xsa SCI

X31 X32 X33

Método de Cramer:

Dado el sistema de ecuaciones lineales cuadrado con n incognitas cuya matriz asociada es Ae R™",
y considerando el vector de incdgnitas (soluciones) y al vector de constantes como las matrices
columna X e R™ y BeR™, como el sistema de ecuaciones cuadrado expresado como un producto
de matrices es S:A. X =B, entonces si Det(A)=0 o dicho de otra manera, Rg(A)=n, A es

inversible, y por el método matricial vimos que X =A"'B. Ademas, sabemos que

X=A'B
1
X = -ddj (A) B
(Det(A) aa )]
1
X= (5 (A).B
per(a) (@ (A)B)
1 t
X = ((e(A)) .B
Det(A) (( ( )) )
Cu Cy Cy (b
_ 1 Co Cp Cp || b,
DE'[(A) : 1o
Cln CZn Cnn bn
b + ¢y, +---+C b,
_ 1 Clzbl + szbz teeet Cn2bn
~ Det(A)

Clnbl +C2nb2 +”'+Cnnbn
Sillamamos &, a la matriz que cambiala j—ésima columna A por B y calculamos el determinante
de &, através de esta j—ésima columna, necesitamos calcular los cofactores de los elementos de

esta columna, que coinciden con los cofactores de los elementos de la misma columna de A ya que
todos los demas elementos de A no se cambian:

b1 a, - a, b1 e Ay, a, a, - b1
Z _ bz Ay Gy, . @ _ ay bz a,, a - Ay 3, - bz
bn an2 T ann anl bn o ann anl an2 o bn
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. T -1
Entonces tenemos en el vector de soluciones, que el vector que multiplica al escalar (Det(A)) es

Det () Det(2)
DEt(:@) y por lo tanto X = Detl(A)- Det(@)
Det(4&Z,) Det(&Z,)
% Det ()
| 1 Det (&)
: | Det(A) :
X, Det(4&Z,)
Det ()
Det(A)
%
X, Det(4) Det (&) .
. |=| Det(A) |ypor lo tanto xj:m vV 1<j<n
| pet(a)
Det(A)

Para resolver un sistema de orden n por este método, es necesario calcular n+1 determinantes de
orden n, lo cual lo hace muy trabajoso. Sin embargo, es necesario saber utilizarlo puesto que para
resolver modelos macroecondmicos, cuyos coeficientes son indeterminadas, el método de Cramer
nos permite hallar s6lo la incognita necesaria de manera “mecénica” y eficiente.

Como mencionamos antes, este método so6lo se puede utilizar si A< R™" es una matriz inversible,
es decir, solo si es un sistema cuadrado y SCD.

Ejemplos:

5x +2x, =4 (5 2 B - .
1) A= Det(A)=-1#0 se puede utilizar el método de Cramer
3X, +X,=6 31

@:[4 2) = Det(q):‘ ‘:—8 = x1=_—8—8
. B = {(8:-18)]
@:(5 4} = Det(@):‘5 4‘—18 x, =8 _ 18 ,

3 6 36 S|

3x, —2x%, =1 3 -2
2) T A= Det(A)=10+0 se puede utilizar el método de Cramer
2X, +2X,=5 2 2

1 -2 1 -2 12 6
. Det () = ~12 _2.0
4 (5 2} - (4) ‘5 2‘ = 571075 9_{[6_13}
31 31 13 " \sT10
. Det(@)=|" |=13 x, =2
4 (2 5j - () ‘2 5‘ DT
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X, —3X, +%X;, =4 1 31
3) 2x,—2%,+%, =8 A=| 2 -2 1| Det(A)=16=0 se puede utilizar el método de Cramer
—X +3X,+3X%, =5 -1 3 3
4 -3 1 4 -3 1 )
Z-|8 2 1| = Det(@)=|8 -2 1=55 = xlz%
5 3 3 5 3 3
1 41 1 41 o 55 9 9Y
€= 28 1| = Det(@)=|2 8 1I=9 = x=r >S={(E;E;ZJ}
-1 5 3 -1 5 3
1 -3 4 1 -3 4
-2 2 8 = Det(@)=|2 —2 8=36 = x,=0-2
1 35 1 35 16 4
X, + +X,=5 1 0 1
4) 2x,+2%,=—3 A=| 0 2 2 |Det(A)=4=0 sepuede utilizar el método de Cramer
—X =X, =2 -1 -1 0
5 0 1 5 0 1 )
4=|-3 2 2| = Det(4)=|3 2 2/=9 = x1:%
2 -1 0 2 -1 0
1 5 1 1 5 1 17 (9 17 11
&= 0 -3 2| = Det(&)=|0 -3 2=-17 = xzz—Z >S—{(Z:_T=I)}
-1 2 0 -1 2 0
0 5 1 0 5
&= 0 2 -3| = Det(&)=|{0 2 -3=11 = xgzlz1
-1 -1 2 -1 -1 2 J

Matriz inversa, calculo por Gauss o0 Gauss — Jordan:

Sea AeR™", sabemos que AeR™" es inversible <  existe una matriz a la que notaremos
Al eR™ que verifique AA*=A"A=1,.Si A" existe, es tnica por definicion de elemento
inverso.

Por otra parte, también sabemos que AeR™" es inversible < Det(A) #0

Busquemos A™. Como aln no la conocemos, es una matriz incognita que verifica AA™" =1,
entonces A = X, partamos de aca:

AAT =1,

AX =1,
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Ejemplos:

X

21

2 -1
1) Sea A:[ : 2] busquemos X :(

X1
22
2 -1 10
Y S P
2X11 — Xy 2X12 — Xy J (1 Oj
=3X, +2X,;  —3X, +2X,, 01
Tenemos un sistema de 4 ecuaciones con 4 incognitas:
2%, — Xy =1
2%, =X =0
—3X,, +2X,, =0
—3X,, +2X,, =1
Como dos de las ecuaciones tiene solamente las mismas dos incognitas y las otras dos

ecuaciones tienen las otras dos incognitas, podemos resolver dos sistemas de orden 2, que es
mas sencillo:

j que verifiqgue AX =1,

Xy
x21

X,
X22

AX =

AX =

Incognitas x,, A x,,

Incognitas x,, A x,,

\

2%, — X, =1 (2 -1i1
—3X, +2%,, =0 A= 3 2 0 Ambos sistemas tienen la misma matriz
. v asociada, entonces se pueden resolver
2%, =% =0 a2 10 simultaneamente los dos sistemas.
—3X, +2X,, =1 -3 2 i1
! ! / !
2 @:1 0 6.s (2 -Li1 o0 G_s [0 LI 2} g
-3 2 10 1 0 12 1 1 0112 1
1 02 1 (—D-Fz10521
0 -1i-3 -2 013 2
Esto significa:
o 2 -1i1 1 02 Xy = 1
= ' ~ ' :> . _
32 10 0 1i3 X, =3 Primera columna de 4
, (2 -1i0 1 01 X, =1 r
A= g ~ g = Segunda columna de 4
-3 2 i1 0 1:2 Xpy =2
4 1
Por lo tanto, A~ =
3 2
_ 2 -1i1 0 1 0i2 1
Entonces, partimos de : y llegamos a :
-3 20 1) 0 1:3 2
A I, I, 4"

Prof: Alejandra C. Zaia

En general:
Si multiplicamos A por la primera columna de X nos da por resultado la primera columna de
I, ; simultiplicamos A por la segunda columna de X nos da por resultado la segunda columna

de 1, y asi sucesivamente con cada columna hasta que si multiplicamos A por la n—ésima
columna de X nos da por resultado la n—ésima columna de I,: Entonces podriamos
considerar que tenemos n sistemas cuadrados de ecuaciones lineales de orden n:
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2)

3)

4)

S,:AX'=1 S,:AX*=1.7; ---; S, AX"=1," y como todos tienen la misma matriz
asociada A, resolverlos simultineamente para hallar X = A, partiendo de (A In) y

llegando a (In Afl) mediante operaciones de filas (Gauss y/o Gauss — Jordan).

Dado que esta situacion se da siempre que buscamos la inversa, directamente empezamos por
(A }1,) yoperamos hasta llegara (I, | A™)yyatenemos A™.

5 21 ojG:J(o @1 5}0:, [o 221 5 o
€D 4i0 1 -1 -4 i0 1 -1 0i-2 %
2 1
-1 0 & \()s(1 B O I TR T
0o 21 5 J(-5)Fl0 % % 215
2 22
2 1 3
B=|-1 2 1
0 20
2 (D 3 i1 0 _ 2 1 31i1 0 0
12 1 i0 o/ 50 -5i-21 v/
0 2 010 0 o 620 1
0 1 0i0 0 1 0 1 0 {0 1 L= h
IO R
40 6i-20 1 4 0 0 -4 2 _ e
4 0 0 i-4 % -2 Y 1 0 0 {4 -%4
0 1 0 0 0 1 e 1 00 0 1 =
0 0 3 i3 1 -3 P 0 0 1 it ¢ -3
1 31
5 5 2
Bi=[0 o 1
2
12 1
5 5 2
2 10 4
021 3
C=
010 2
001 3
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210 411 00 0 2 1 0 4i1 0 0 0
02(M)3:01 00 G-J 0 2 1 3 :0 0 0 G-J
010 2i0010 - o (@ o 2i0 0 1 0 -
001 3{0001 0 20 0i{0 -10 1
2 0 0 211 0 -10 2 0 0 0 i1 L1 —2 -1
0 01 -1:0 1 20| 5., [0 0 1 00 3 -31
01 0 2:i0 0 1 0o 1 0 03i0 L 0 -1
00 0 @0 12 1 0 0 0 4 {0 -1 2 1
2 0 0 0 i1 & -2 -H\l,m1 o 0o 0 !4 + -1 -4
Fop|0 1 0 00 3 0 -4 Jo 1 0 0:0 } 0O -4
oo 1 040 ¢ -gt |l o 0 1 00 § %4
0 0 0 430 -1 2 1 0o 0 0 1 {0 -11i 1
11 1
2 4 s
o L o _1
= O 2312
o =2 -2 =
4 2 4
o -+ 1 1
4 2 4
1 2 -2
5) E=|2 -1 3
4 3 -1
(1) 2 2i1 0 0 1 2 21 0 0
2 -13i0 1 0 Gz 0 H7i21 0 v/
4 -1i0 0 1 0 57 -4 0 1
10 ¢£1i: £ 0
0 57 i—21 0
0 0 0 -2 -11

La matriz E no es inversible ya que es de orden 3 pero su rango es 2. Como sistema de
ecuaciones, es un sistema incompatible.

Sino se hallo el determinante de una matriz, a una expresion de este tipo se llega si se comienza
a buscar la inversa de una matriz que no es inversible.
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Proposicion:

Sean AeR™" ysea B eR™. Consideremos los siguientes conjuntos: S ={X eR"/AX = B} es

el conjunto de soluciones del sistema AX =B y So={x eR"/ AX =N} es el conjunto de
soluciones del sistema homogéneo asociado A.X =N, entonces:
a) Si XeS,eYe§,entonces X +Y €8,

La suma de dos soluciones de un sistema homogéneo también es solucién del sistema
homogéneo.

b) Si X e§,entonces 1.X €S, VAieR

El producto por cualquier escalar de una solucion de un sistema homogéneo también es
solucion del sistema homogéneo.

c) Si XeS;eYeS; entonces X Y €8S,

La diferencia de dos soluciones de un sistema no homogéneo es solucion del sistema
homogéneo asociado.

d) Si X, eS, entonces Sy =X, +S, ={Y eR"/Y =X, + X, con X §,}

Las soluciones del sistema no homogéneo son suma de las soluciones del sistema homogéneo
asociado con una solucion particular del sistema no homogéneo.

La demostracion de esta proposicién se encuentra en el apéndice.
Ejemplos:

D { X —2X%, =3
—-3X, +6X, =-9

23 1 -2i3
A = ; ~ = = {x-2x,=3 SCI
36 -9 0 010

Soluciones: (3+2x,;X,)=(3;0)+(2x,;X,) si separamos en las soluciones las constantes de la

parte que tiene el pardmetro libre. Este segundo sumando son las soluciones del sistema
homogéneo.

Se ={(8+2%,:%, )1 X, e R} ={(3;,0)+(2x%,:X,): X, € R}
So ={(2%,;%,) 1%, € R}

2) 2X, —4x, =4
—3X, +6X, =-1
-4 14 2 4.4 2%, —4x, =4
A = ! ~ ! = S
-3 6 (-1 0 05 0=>5 Absurdo

Sy =
Sin embargo, siempre los sistemas homogéneos son compatibles:

2%, —4x, =0

{ % 820 = {2x=4x, = {x=2x

Sp ={(2%,:%,) 1%, € R}

87
Prof: Alejandra C. Zaia Apunte Tebrico 1



Algebra— U.C.E.S. Matrices — Determinantes — Sistemas de ecuaciones

—3X, +6X, —4x, =12
3) | 2X —4X,+2X, =6

X, —3X, +%X; =3
-3 6 4112 0 -3 €D 0 -3 -1i21
A':2—42§6~020§0~0@0§0~
-3 1 ;3 1 31 :3 1 -6 0 ;24
0 0 -1i21 —X; =21
~10 2 0:0 | = {2x=0 {x =0 CD
1 0 0 ;24 X, =24 X =24
Se ={(24;0;,-21)}
S, ={(0:0;,0)}
Siempre que un sistema no homogéneo sea un SCD, la solucion del sistema homogéneo asociado
es la trivial.
X, — X, +2X%, =10
4) 4 3% —2X,+2%, =9
—2X, + X, =1
-1 2 110 1 -1 2 110 1 0 -2 i-11
A=|3 -2 2 :9 ~ o @ 421 ~ |0 1 -4:-2
-2 1 0 ;1 o -1 4 ;21 o 0 0 ;0
{x1 —-2x, =-11 N {x1 =-11+2x, scl
X, —4x, =-21 X, ==21+4Xx,

Soluciones:  (—11+2x,;—21+4x,;%;) =(-11-210)+(2X,; 4%;; X;) separando las soluciones
constantes de la parte que tiene el parametro libre. Este segundo sumando son las soluciones del

sistema homogéneo.
Sp = {(—11+2X;—21+4X;; X, ) 1 X, € R} = {(—15,-21,0) +(2x3; 4%, %, ) 1 X, € R}

Sp ={(2%,:4%,:%;) 1 X, € R}

3%, +6X,—3%; =9
5) {2X +4x,—2X,=6

=X, —2X, + X, =—3
3 6 -39 0 0 00
A=|2 4 -2i6 ~ |0 0 00 = {X 2% +X=-3

1 2 (@):-3 1 21 |-3
= {X; =—3+X%+2X, SCI
Soluciones: (X,;X,;—3+X, +2x,)=(0;0;-3)+(x,;0;% )+(0;X,;2x,) separando las soluciones

constantes de la parte que tiene parametros libres y también los de distinto parametro libre. Este
segundo sumando son las soluciones del sistema homogéneo.

Se ={(X: %,i =3+ % +2%,): % € R, X, e R} ={(0;0;-3) +(%;:0:%, ) +(0; X,;2%, ) : X, € R, X, € R}
So ={(%;0:%)+(0:%,;2%,) 1 X, € R, X, e R}
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2% +6X, =6
6) 1 x+2x,=4
2%, +2x, =10
2 616 0 @;—2 0 2 -2 2, =2
A = 2;4 ~ 1 2;4 ~ 1 0;6 = {X1=6
2 2 110 0 -2i2 0 0 |0

{xz =-1
= SCD
X =6

Se ={(6:-1)}
S, ={(0;0)}

Siempre que un sistema no homogéneo sea un SCD, la solucion del sistema homogéneo asociado
es la trivial.

3x, —4x, =1
7) 12% +3x,=4
4%, —X, =5
, , 0 0 _B Absurdo
3 411 ~13 0 {-19 14
A=[2 34 ~ |@ o i19 ~ |14 0 i19 Sl
4 (s 4 -1i5 0 -1 : 3
L7
S, =@

Sin embargo, siempre los sistemas homogéneos son compatibles, hay que resolverlo:

14x, = =
{ x =0 N {xl 0
—X, =0 X, =0

S, ={(0:0)}

2X, —4x, =2
8) {-3x +6X,=-3
X, —2X, =1
2 412 0 010
A=[-3 6:i-3] ~ |0 0 :i0 | = {x-2,=1 = {x=1+2x, SCI
211 1 21

Soluciones: (1+2x,;%,)=(10)+(2x,;%,) separando las soluciones constantes de la parte que

tiene el parametro libre. Este segundo sumando son las soluciones del sistema homogéneo.
Se ={(l+2X2; X, ) %, GR} = {(:L'O)-F(ZXZ; X,)1X, € ]R}
Sy ={(2%,:%,) 1%, € R}
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Como se puede ver a través de los ejemplos:

- Si un sistema es SCD, entonces el sistema homogeneo asociado también es un SCD, por lo tanto,
su solucion es la trivial.

- Si un sistema es SCI, entonces el sistema homogéneo asociado también es un SCI, por lo tanto,
su solucion es no trivial, es la parte que tiene el parametro libre en las soluciones del no homogeéneo.

- Si un sistema es Sl, entonces el sistema homogéneo asociado puede ser un SCD, por lo tanto, su
solucion es la trivial o bien, un SCI, por lo tanto, su solucion es no trivial y hay que hallarla.

Sistemas paramétricos:

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas se domina paramétrico si entre los
coeficientes hay indeterminadas. El objetivo en este tipo de sistemas es analizar para qué valores del
pardmetro, el sistema de ecuaciones es un SCD, un SCI o un Sl.

En todos los casos, se puede utilizar el método de Gauss o Gauss — Jordan para hallar una matriz
equivalente a la matriz ampliada del sistema, siempre que no se utilice una expresion que contenga
al pardmetro como pivote en el caso de Gauss- Jordan ni se multiplique alguna fila por una expresion
que contenga al parametro en el caso de Gauss, ya que dicha expresion podria ser nula para algin
valor del pardmetro.

Una vez hallada la matriz equivalente se utiliza el Teorema de Roché — Frobenius para analizar todos
los casos posibles de rango de la matriz asociada y se compara con el rango de la matriz ampliada y
con la cantidad de incognitas para tomar decisiones respecto a los valores de los parametros.

Si el sistema es cuadrado, es mas sencillo trabajar con determinantes:

Si el sistema es un SCD, entonces el determinante de la matriz asociada al sistema es no nulo,
entonces se buscan aquellos valores del pardmetro que hacen que el determinante no se anule.

Si el sistema es un SCI o bien es un Sl, entonces el determinante de la matriz asociada al sistema es
nulo, entonces se buscan los valores de los parametros que anulan al determinante. Ahora sélo falta
decidir con cudl de dichos valores el sistema es un SCI o bien el sistema es un Sl. Se reemplaza cada
valor hallado y se resuelve por eliminacion de Gauss o por Gauss — Jordan y el teorema de Roché
Frobenuis nos indicaré en qué situacién estamos.

Ejemplos:
En cada caso, hallar los valores de los parametros para los cuales cada sistema de ecuaciones tiene

Unica solucion (SCD), infinitas soluciones (SCI), o no tiene solucion (SI):
X, +2X, + X, =1
1) 2% +3X, + Xy =2
4%, +8X, +(k2 —5)x3 =k+1

En este caso, el sistema es cuadrado, vamos a resolverlo mediante Gauss- Jordan y mediante
determinantes:
a) Por el método de Gauss — Jordan:

2 1 11 _ 1 2 1 11

: G-J :
2 3 1 ¢ 2 ~ 0 -1 -1: 0
4 8 k2—-5: k+1 0 0 k-9 k-3

Ahora hagamos un analisis de las soluciones:
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i) Si el Rg(A)=3, entonces Rg(A)=Rg(A’)=n=3 es un SCD. Rg(A)=3 si
k?-9+0 = k=3ak=-3, entonceselsistemaesunSCD V keR-{3;,-3}
ii) Siel Rg(A)=2, entonces Rg(A)=Rg(A")=2 esunSCI.
Rg(A)=2si k?-9=0 = k=3vk=-3,
Rg(A)=2si k?-9=0Ak-3=0 = (k=3vk=-3)a(k=3) entonces el sistema
esun SCI si k=3
iii) Siel Rg(A)=2, entonces Rg(A)=Rg(A’) esunSl.
Rg(A)=2si k?-9=0 = k=3vk=-3,y
Rg(A)=3si k»-9=0Ak-3%0 = (k=3vk=-3)a(k#=3) entonces el sistema

esunSl si k=-3
b) Por determinantes:

1 2 1

2 3 1 :1.2 3—1.1 2+(|<2—5).l 2:4—0—(k2—5)=4—k2+5
, 4 8 |4 8 2 3

4 8 [k*-5

Det(A)=9-k?

i) Si Det(A)=9-k*=0, el sistema es SCD:
k?-9+0 = k=3ak=-3porlotantosi keR—{3;-3}, el sistema es SCD.
ii) Si Det(A)=9-k*=0, el sistema puede ser SCI o bien SI.

k?-9=0 = k=3vk=-3
Analicemos cada caso:

(1) Para k=3
2 111 1 2 111 Rg(4)=2
2 3 1:2| U=/ 0 -1 -1:0 Rg(A4)=23 = SCI
4 8 4.4 0 0 0 :0 n=3
(2) Para k=-3
2 1 1 o 1 2 111 Re(4)=2
2 3 1 - 0 -1 -1i0 , = gl
| i Rg(4')=3
4 -2 0 0 0 {-6
-3x, =1
2 {xi .
2% +ax, =b

Como el sistema es cuadrado, vamos a resolverlo mediante determinantes:

1 31
A= =
2w

=a+6
2

i) Si Det(A)=a+6=0,el sistema es SCD:

a+6=0 = a=—6,porlotantosi acR—{-6} y beR el sistema es SCD.
ii) Si Det(A)=a+6=0, el sistema puede ser SCI o bien SI.
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a+6=0 = a=-6
Analicemos este caso:
Si a=-6

31 G 1 -3 i1
2 —6ib 0 0 'b-2

Entonces Rg(A)=1y como n=2:

(1) Si b—-2=0 = b=2 entonces Rg(A’)=1. Por lo tanto, si a=—6 y b=2 el
sistema es SCI.

(2) Si b—2%0 = b=2 entonces Rg(A')=2. Por lo tanto, si a=—6y b=2 el
sistema es SI.

X, -3X, +3%X,=b
) (a+2)x,+(a*~4)x,=b+3

En este caso, el sistema NO es cuadrado, vamos a resolverlo mediante Gauss:

-3 3 1 b
0 a+2 a2_4§b+3]
La matriz A’ ya esta triangulada, asi que se puede hacer un analisis de las soluciones:
i) Como n=3y Rg(A)=3, el sistema nunca es SCD

ii) Si el Rg(A)=2, entonces Rg(A)=Rg(A)=2 es un SCI, pero Rg(A)=2 si
a+2#0 v a*—4=0, entonces a=—2 v (ax2ra=-2) = a=-2. Para
acR—{-2} y beR el sistema sea un SCI.

iii) Siel Rg(A)=1, entonces Rg(A)=Rg(A)=1esun SCI.

Rg(A)=1 si a+2=0 A a’-4=0, entonces a=-2 A (@a=2ra=-2) =
a=-2

Rg(A)=1 si a+2=0 A a’—4=0 A b+3=0 entonces a=-2 A
(a=2va=-2) A b=-3.Paraa=-2y b=-3 el sistemaes un SCI.

iv) Siel Rg(A)=1, pero Rg(A)=Rg(A’) esun Sl.
Rg(A)=1 si a+2=0 A a’-4=0, entonces a=-2 A (a=2ra=-2) =

a=-2,y
Rg(A)=2si a=—2y b+3#0 = b=-3, entonces el sistemaesun Sl si a=-2y
b=-3.

X, —3X, +3%, =2

4) 3-2x +3X, 3%, =2
(a+1)x,+(-a-1)x, =b+a
Tenemos un sistema cuadrado, vamos a resolverlo por determinantes:

1 -3 3
2 3 -3 :—(a+1).‘12 ?;+(—a—1).‘12 _3‘=—(a+1).3+(—a—1).(—3)=0
0 a+l -a-1|

Det(A)=0 VaeR
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1) Nunca el sistema es SCD.
ii) Como Det(A) =0, el sistema puede ser SCI o bien SI.

Para decidir en qué situacion estamos, necesitamos triangular:

-3 3 12 1 -3 3 12
2 3 -3 |2 =/ o @ 3 i6
0 a+l -a-l:b+a 0 a+l -a-l:b+a
1 0 0 -4
0 -3 3 6 = Rg(A)=2
0 0 0 ' b+3a+2

(1) Si Rg(A)=2 = b+3a+2=0 = b=-3a-2.Por lo tanto, el sistema es SCI
vV aelR, conb=-3a-2

(2) Si Rg(A)=3 = b+3a+2#0 = b=-3a—2. Por lo tanto, el sistema es SI
Vv aeR,V belR, con b=-3a-2

Como se puede ver a través de los ejemplos, para analizar cuales deben ser los valores de los
pardmetros para que un sistema sea SCD, SCI o Sl, cada caso es un caso particular y hay que
analizarlo viendo todas las opciones posibles.

En esta asignatura, vamos a trabajar siempre con sistemas paramétricos cuadrados, y por lo tanto
siempre vamos a calcular el determinante para analizar los valores que lo anulan (SCI o Sl), pues
para el resto el sistema es un SCD, para luego trabajar con un sistema de ecuaciones con coeficientes
numéricos (reemplazando los valores que anulan el determinante) para decidir con cuales son SCI y
con cuales son SI.

X, +X, =X, =5
5) <3x,+ax,+x,=3
—X, + X, +ax, = a’
Vamos a calcular el determinante:

1 1 -1
el 3 1 3 a ., .\ ~ 2 ga
31 i ;_1.1 . 1.‘_1 IR 1)"—1 1_(a 1)-(3a+1)—(3+a)=a’-4a-5

Det(A)=a’—4a-5

a®’-4a-5=0 = a=5 v a=-1

i) Det(A)=0 < a=5 A a=-1, entonceselsistemaesSCD V aeR-{5-1}.
i) Cuando Det(A):O, el sistema puede ser SCI o bien SI, que se da cuando

a=5 v a=-1.
Debemos analizar cada caso:

(1) Para a=5
1 15 1 1 -1 5 1 0 -3:i1
3 5 13|90 @ 4 1270 2 4 12
-11 525 0 2 4 130 0 0 0 | 42
Rg(A)=2 y Rg(A)=3 = Paraa=5 elsistemaesun Sl.
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(2) Para a=-1
1 -1i5 1 1 115 1 0 012
3 -1 13 |9“/lo 4 4 i-12/%70 0 010
-1 1 -1i1 o @ -2 6 0 2 -2i6

Rg(A)=2 y Rg(A)=2 = Para a=—1 elsistemaesun SCI.

Aplicaciones:

Como vimos en la introduccion, las aplicaciones de sistemas de ecuaciones lineales se pueden dar en
diversos temas de la vida cotidiana. Los vemos a través de los problemas matemaéticos. Pero hay dos
casos muy particulares de aplicaciones de sistemas de ecuaciones, que son las aplicaciones
econdmicas: oferta y demanda e insumo-producto.

Ejemplos:

1) Lasumade dos nimeros es 11y la diferencia entre el doble del primero y el segundo es 1, ¢ cuéles
son dichos nimeros?

Para comenzar a resolver el problema debemos asignarle “nombre” a las incognitas. Normalmente
se utiliza X e y pero se podria utilizar cualquier letra.

Ahora debemos llevar los datos que tenemos a lenguaje simbélico:
- La suma de dos numeros es 11: x+y=11

- La diferencia entre el doble del primero y el segundoes 1: 2x-y=1

Y ahora debemos buscar dos nimeros que verifiquen simultaneamente las dos ecuaciones que
quedaron determinadas, es decir, debemos resolver el sistema de ecuaciones:

x+y=11 ) ) 1 111 1 1 0 11
cuya matriz ampliada es : ~ : ~
2x-y=1 2 -11 0o O -2

1 0 4 X=4 X=4
! = =
0 -3 i-21 -3y=-21 y="7

Veamos que se cumplen las condiciones:
4+7=11

24-7=8-7=1

Respuesta:

El primer nimero es 4 y el segundo es 7.

2) Una cadena de tiendas de ropa femenina muy importante tiene la misma cantidad de sucursales
al norte y al sur del pais. Luego de una serie de estudios de mercado llegaron a la conclusion que
las tiendas del norte venden el doble de remeras que de pantalones, mientras que en las del sur
sucede exactamente lo opuesto, venden el doble de pantalones que de remeras. Al comienzo de
la temporada de verano, a todas las sucursales se les entreg6 la misma cantidad de prendas. Ya
promocionaron las liquidaciones de fin de temporada, y sin embargo no cambid la tendencia.
Como no pueden bajar mas los precios, puesto que ya estan casi al costo, y necesitan liquidar la
produccidn de la temporada de verano, el departamento de relaciones publicas toma una decision
de mercado a futuro. La propuesta promocional es hacer un descuento del 40% en la primera
compra de la temporada de invierno si las clientas compran un combo de prendas de la temporada
de verano. EI combo en las tiendas del norte estd formado por dos pantalones y una remera a
$1020, mientras que el combo en las sucursales del sur estd formado por dos remeras y un pantalon
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por $690. Los precios de las prendas son las mismas en todas las sucursales. Sélo acceden a la

promocion aquellas clientas que adquieren el combo.

a) ¢Cuél es el precio de las remeras y cudl es el precio de los pantalones?

b) Suponiendo que las remeras en liquidacion tuvieron un descuento del 20%, ¢cuél era el precio
al principio de la temporada?

c) Suponiendo que los pantalones en liquidacion tuvieron un descuento del 25%, ¢cual era su
precio al principio de la temporada?

d) Si la primera clienta que accede a la promocion compra prendas de la temporada de invierno
por una suma de $2400, ¢cuanto abonara?

Necesitamos saber los precios de las remeras y de los pantalones, que serdn nuestras incognitas:
r : precio de cada remera

p : precio de cada pantalén

Cuando los problemas estan asociados a hechos de la vida cotidiana, se acostumbra llamar a las
incdgnitas con la inicial de lo que representa, pues de esta manera, al encontrar el valor de cada
una ya se sabe qué representa en el problema, sin necesidad de releerlo para no confundirlas.

El combo en el norte estad formado por dos pantalones y una remera a $1020: 2p +1r =1020

El combo en el sur estad formado por dos remeras y un pantalon por $690: 2r + p =690

Como los precios de cada prenda es el mismo en todas las sucursales, debemos encontrar los
valores de r y p que verifican ambas ecuaciones al mismo tiempo:

2p+1r =1020 . .
reordenando para llevarlo a la forma convencional, cuya matriz
2r+ p =690 p+2r =690

2 1 1020 2 1 i 1020
ampliada es (1 @ : j ~ [ : ] ~

2 1690 @ o 1350
0 1 ! 120 r=120 r =120
! = =
3 0 -1350 ~3p=-1350 p = 450

Veamos que los resultados obtenidos verifican las condiciones:
En el norte el precio de dos pantalones y una remera es 2.450+120 =900+120=1020
En el sur el precio de dos remeras y un pantalén es 2.120+ 450 = 240+ 450 =690
Respuesta:
a) El precio de las remeras es de $120 cada una, mientras que el precio de cada pantalon es $450.

2p+1r =1020

Las remeras en liquidacion tuvieron un descuento del 20%, entonces se paga el 80% por ellas,
por lo tanto, sabemos que el 80% del precio al principio de la temporada es de $120, en

lenguaje simbodlico: 0,80.R=120 = R:£% = R=150

Respuesta:
b) El precio al principio de la temporada de las remeras era $150

Los pantalones en liquidacién tuvieron un descuento del 25%, entonces se paga el 75% por
ellos, Por lo tanto sabemos que el 75% del precio al principio de la temporada es $450, en

lenguaje simbolico: 0,75.P =450 = P::—S;Z_) = P=600

Respuesta:
c) Al principio de la temporada, el precio de los pantalones era $600
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3)

La primera clienta que accede a la promocién realiza una compra de prendas de la temporada
de invierno por una suma de $2400, de la que obtendra un descuento del 40%, entonces abona
el 60% de dicha suma, es decir, va a abonar: 0,60.2400 =1440
Respuesta:

d) La primera clienta que aprovecha la promocion abonara $1440.

Martina y Pablo son hermanos. La edad de Martina es el triple de la de Pablo. Dentro de 5 afios,
la diferencia entre el doble de la edad de Pablo y la de Martina sera 1. ¢ Cuantos afios se llevan?

Llevemos a lenguaje simbdlico el enunciado. Dandole un nombre a las incdgnitas:
M edad que tiene hoy Martina.
P edad que tiene hoy Pablo
Entonces:
La edad de Martina es el triple de la de Pablo: M =3.P
Dentro de 5 afios, ambos hermanos tendran 5 afios mas, entonces la edad de Martina dentro de
cinco afos sera M +5, mientras que la edad de Pablo dentro de cinco afios sera P +5, entonces,
dentro de 5 afios, la diferencia entre el doble de la edad de Pablo y la de Martina sera 1:
2.(P+5)—(M+5)=1
Y ahora debemos buscar las dos edades que verifiquen simultdneamente las dos ecuaciones que
quedaron determinadas, es decir, debemos resolver el sistema de ecuaciones:

M-3P=0

M =3.P
Ordenemos las incégnitas =
2.(P+5)—(M +5)=1 2P+10-M -5=1

M -3P=0 M -3.P =0 . . @ -3i 0
= cuya matriz ampliada es: : ~
2P-M+5=1 -M+2P=-4 -1 2:-4

1 3.0 1 012 M =12 M =12
' ~ ! = =
0o (D4 0 -1:-4 —P=-4 P=4

Veamos que estas dos edades verifican las condiciones:

La edad de Martina es el triple de la de Pablo: 12=3.4

Dentro de 5 afios, la diferencia entre el doble de la edad de Pablo y la de Martina sera 1:
29-17=18-17=1

Respuesta:

Martina y Pablo se llevan 8 afios.

iSiempre antes de una respuesta a un problema, lee la pregunta nuevamente, pues no necesariamente
son los resultados calculados, como sucede en este problema!

4)

Joaquin tiene en su alcancia 32 monedas de $1, $2 y $0,50. En total tiene $34. ¢ Cuantas monedas
de cada valor hay en la alcancia?

En la alcancia de Joaquin hay tres tipos de monedas distintas, entonces démosle un nombre a la
cantidad de cada tipo de moneda:

X : cantidad de monedas de $1.

y : cantidad de monedas de $2

z : cantidad de monedas de $0,50

Entonces llevemos a lenguaje simbélico los datos del problema:

En la alcancia hay 32 monedas: X+y+z=32

En la alcancia hay $34: 1.x+2.y+0,50.z=34
Hallemos los valores de las incognitas que verifiqguen ambas ecuaciones:
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X +y +2=32 : : 1 1132
cuya matriz ampliada es 1 ) - ~

1.X+2.y+0,50.z =34 0,534
11 1132 1 0 1,5 |30 x+1,50z =30
H ~ H j—

o @O -05:2 0 1 -05:i2 y—0,50z =2
x=30-1,50z
y=2+0,50z

Matematicamente, el sistema tiene infinitas soluciones, pero todas las soluciones no tienen sentido
como respuesta del problema. Debemos analizar cuéles son las que sirven.

Condicion: Como las incognitas representan cantidades de monedas, deben ser nimeros naturales,
es decir deben ser enteros positivos (hay de los 3 tipos de monedas), entor&:es:

x>0 = 30-150z>0 = 30>150z = 20>z
y>0 = 2+0,50z>0 = 0,50z2>-2 = 1>—2 = 754 0<z<20
0,50 > 0 equivalentemente
z>0 1<2z<19
J
Siz= =x=30-1,50z = y=2+0,50z ¢Es solucion?
1 28,5 2,5 No
2 27 3 Si
3 25,5 3,5 No
4 24 4 Si
5 22,5 4,5 No
6 21 5 Si
7 19,5 5,5 No
8 18 6 Si
9 16,5 6,5 No
10 15 7 Si
11 13,5 7,5 No
12 12 8 Si
13 10,5 8,5 No
14 9 9 Si
15 7,5 9,5 No
16 6 10 Si
17 4,5 10,5 No
18 3 11 Si
19 15 11,5 No
Respuesta:

No se puede saber con exactitud cuantas monedas de cada tipo tiene Joaquin, pero todas las
posibilidades son:
Monedas de $1  Monedas de $2  Monedas de $0,50

27 3 2
24 4 4
21 5 6
18 6 8
15 7 10
12 8 12
9 9 14
6 10 16
3 11 18
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Mercado de Competencia Perfecta - Oferta y Demanda:

Un mercado es una institucion social en la que los bienes y servicios, asi como los factores
productivos, se intercambian libremente.

En el intercambio se utiliza dinero y existen dos tipos de agentes: consumidores y productores.

La economia de mercado, para desarrollar sus funciones, se basa en el libre juego de la oferta y la
demanda. A nosotros nos interesa el estudio de la oferta y la demanda en un mercado para un bien
determinado.

Para que un mercado sea considerado de competencia perfecta deben cumplirse simultaneamente las
siguientes condiciones:

Atomicidad del mercado: La existencia de un elevado nimero de productores y consumidores,
pequefios en relacion con el mercado, de manera que ninguno pueda ejercer una influencia apreciable
sobre los precios (los agentes son “precio aceptantes”). La existencia de un elevado numero de
oferentes y demandantes implica que la decision individual de cada uno de los agentes no ejerce
influencia sobre el mercado global.

Homogeneidad del bien: La homogeneidad del producto supone que no existen diferencias entre el
producto que vende un oferente y el que venden los demas. Las empresas ofrecen un producto
homogéneo en el mercado, por lo que al comprador le resulta indiferente un vendedor u otro.
Informacion perfecta: Las empresas y los consumidores tienen acceso a la informacion completa y
gratuita. La transparencia del mercado requiere que todos los participantes tengan pleno conocimiento
de las condiciones generales en que opera el mercado, todos los consumidores dispondrian de la
misma informacidn sobre los precios y las cantidades ofertadas de los bienes.

Libre accesibilidad al mercado: No deben existir barreras de entrada o salida al mercado. Esta libertad
de entrada y salida de empresas permite que todas las empresas participantes puedan salir y entrar del
mercado de forma inmediata en cuanto lo deseen, ya sea porque no obtiene beneficios (abandonara
esta actividad) o la empresa podria acceder al mercado atraida por la existencia de altos beneficios.
Libre movilidad de los factores trabajo y capital: Los costos de transporte deben ser despreciables,
de tal manera que si dos oferentes ofrecen producto homogéneo el consumidor puede acudir a
cualquiera de ellos con la misma dificultad y empleando un tiempo y costos similares.

Beneficios extraecondmicos nulos a largo plazo: Sin costos de transaccion, ni los compradores ni las
empresas incurren en costos para la transaccion de dichos bienes. Esto es importante porque significa
que no habria diferencias en la eleccion de una u otra empresa basado en un costo adicional por
adquirir un bien.

La esencia del mercado de competencia perfecta no se basa en la rivalidad sino en la dispersién de la
capacidad del control que los agentes econdémicos pueden ejercer sobre el mecanismo del mercado.
Cuanto mas repartido esté el poder de influencia en las condiciones del mercado, menos eficaces
seran las acciones discrecionales dirigidas a manipular la cantidad disponible de productos y los
precios del producto.

Las condiciones tedricas son muy restrictivas y son muy pocos los bienes cuyos mercados las retnen.
Aun asi, el modelo de competencia perfecta es Util porque muchos mercados se aproximan a la
competencia perfecta y es posible realizar predicciones basandose en este modelo.

En los mercados de competencia perfecta las empresas que pretenden obtener mayores beneficios
deben recurrir al maximo aprovechamiento de la tecnologia, a incorporar los Gltimos avances en
técnicas productivas. Por lo tanto, en una situacion de competencia perfecta la busqueda de mayores
beneficios va asociada a la combinacion mas eficiente y rentable de los factores productivos y a la
modernizacion tecnologica.

El modelo se basa en la relacion entre el precio de un bien y las ventas del mismo. Se asume que en
un mercado de competencia perfecta, el precio de mercado se establecera en un punto, llamado punto
de equilibrio, en el cual se produce un vaciamiento del mercado: todo lo producido se vende y no
gueda demanda insatisfecha.
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El postulado de la oferta y la demanda implica tres leyes:

- Cuando, dado el precio, la demanda excede la oferta, aumenta el precio. Inversamente, cuando la
oferta excede la demanda, disminuye el precio.

- Unaumento en el precio disminuye la demanda y aumenta la oferta. Inversamente, una disminucion
en el precio aumenta la demanda y disminuye la oferta.

- El precio tiende al nivel en el cual la demanda iguala la oferta.

En economia el modelo generalmente se usa en conjunto con el tanteo walrasiano.

El modelo establece que en un mercado de competencia perfecta, la cantidad de productos ofrecidos
por los productores y la cantidad de productos demandados por los consumidores dependen del precio
de mercado del producto:

Ley de la oferta:

La cantidad ofrecida es lo que se esta dispuesto a producir o vender a un precio unitario determinado.
Indica que la oferta es directamente proporcional al precio, es decir, cuanto mayor sea el precio del
producto, mas unidades se ofreceran a la venta. La pendiente de esta curva determina como aumenta
o disminuye la cantidad ofrecida de un bien ante un aumento o una disminucion del precio del mismo.
Debido a que la oferta es proporcional al precio, las curvas de oferta son generalmente crecientes.

La funcion que representa la ley de la oferta seré: O:q, = f (p) una funcién creciente y céncava
hacia arriba. Nosotros la trabajaremos como lineal. Si necesitamos graficarla, debido a que el eje de
la variable independiente “precio™ es vertical, graficaremos su inversa: O: p=f™(q,).

Ley de la demanda:

La cantidad demandada es lo que se esta dispuesto a consumir a un precio unitario determinado.
Indica que la demanda es inversamente proporcional al precio por lo tanto, cuanto mas alto sea el
precio del bien, menos cantidad demandaran los consumidores. La curva de demanda es por lo general
decreciente, es decir, a mayor precio, los consumidores compraran menos. Los determinantes de la
demanda del consumidor son el precio del bien, el nivel de renta, los gustos personales, el precio de
los bienes sustitutos, y el precio de los bienes complementarios, pero en la curva de demanda, so6lo se
tiene en cuenta el precio del bien, ceteris paribus las demas variables.

Hay dos casos particulares de curvas de demanda que son crecientes: los bienes de Veblen (bienes de
lujo) y los bienes de Giffen (bienes inferiores).

La funcion que representa la ley de la demanda sera: D:qg = g(p) una funcién decreciente con

bienes normales; no hay condiciones sobre la concavidad, depende del bien. Nosotros la trabajaremos
como lineal. Si necesitamos graficarla, debido a que el eje de la variable independiente “precio™ es

vertical, graficaremos su inversa: D: p=g~(qp).

Equilibrio del mercado:

La oferta y la demanda hacen variar el precio del bien.

Segun la ley de la oferta y la ley de la demanda, y asumiendo esa competencia perfecta, el precio del
bien se encuentra en la interseccion de las curvas de oferta y demanda.

Si el precio de un bien esta demasiado bajo y los consumidores demandan mas de lo que los
productores colocan en el mercado, se produce una situacion de escasez, y por tanto los consumidores
estaran dispuestos a pagar mas. Los productores subiran los precios hasta que se alcance el nivel al
cual los consumidores no estén dispuestos a comprar mas si sigue subiendo el precio.

Si el precio de un bien es demasiado alto y los consumidores demandan menos de lo que los
productores colocan en el mercado, se produce una situacion de exceso de oferta, hay productos que
no se pueden vender pues los consumidores no estan dispuestos a pagarlo, la tendencia sera a que
baje el precio, hasta que se llegue al nivel al cual los consumidores acepten el precio y se pueda
vender todo lo que se produce.
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O:q=f
Buscar el punto de equilibrio implica resolver el sistema de ecuaciones: { a (p) 0

D:a=g(p)
O:p="f7(q)

equivalentemente, resolver el sistema .
D:p=g7(q)

~

p

O: Curva de Oferta

Oferta no vendida
Exceso de Oferta

P oo

Precio de Punto de Equilibrio

Equilibrio
Precio P1

R - & ,
Demanda insatisfecha
Exceso de Demanaa
1
[

1
1
1
I
1
1
1
1
1
1
1
o

D: Curva de Demanda

+

Q Cantidad de
Equilibrio

Ejemplos:

1)  Silaley de demanda de un determinado bienes D:q :—g p+5400 y si la ley de oferta del

mismo bienes O:q :2 p+1200

a) Hallar analitica y gréaficamente el punto de equilibrio.
b) Calcular el exceso de demanda para p =1000 y marcarlo en el gréafico.

c) Calcular el exceso de oferta para p =2900 y marcarlo en el gréfico.
a) Para hallar analiticamente el punto de equilibrio, debemos resolver el sistema

q =—g p+5400

q =g p+1200

Como tenemos despejadas en ambas ecuaciones la incognita q, igualemos y despejemos p :
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=3 p+5400=2 p+1200
2 6

5 3
5400-1200=—p+—
5 Y 5 p

7
4200 =—
3 Y

4200.% =p=1|p=1800
Reemplazando en las ecuaciones:

D:q:—g.p+5400

g= —%.1800+5400
q=2700
5
O:q =€.p+1200

q= 2.1800 +1200

q=2700

p

5000

4000

[
30[)0\
R ¢

Matrices — Determinantes — Sistemas de ecuaciones

Para graficar, como p es variable dependiente,
debemos despejarla en las dos ecuaciones:

D:q:—gp+5400

3
~5400=—=
q ZP
-5400).| —— |=
(a )[ 3j p

—§q+3600: p=D: p:—§q+3600

O:q:gp+1200

5
-1200=—
q 5 p

(q—lZOO).% =p

gq—1440: p=|0: p:gq—l440

7700/3

2000
1800F ¢

|
| 5600/3
T

|
. q

0 500 1000 1500

2000 2500 Q 3000 3500 4000 4500
2700

b) Debemos buscar el exceso de demanda para p =1000. Reemplacemos en ambas funciones

p =1000
3
D:q :—E.p+5400

g= —%.1000+5400

q = 3900

Prof: Alejandra C. Zaia

O:q=%p+1200

\

Exceso de Demanda:
ED = 3900 _@ _ @

5
q=-1000+1200 |

g 6100
3
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c) Debemos buscar el exceso de oferta para p =2900. Reemplacemos en ambas funciones

d) p= 2900 \

D:q:—§.p+5400 O:q:E.p+1200
; g Exceso de Oferta:
q =~~+2900+5400 q =+2900+1200 b g0 210850 050 2 7700
q=1050 10850
Q=—7
3 J

2)  Sabiendo que la ley de oferta de un determinado producto es O: p= $q+% y que la ley

de demanda del mismo productoes D: p= ﬁ—iq

3 120
a) Hallar analitica y graficamente el punto de equilibrio.
b) Calcular el exceso de demanda para p =50 y marcarlo en el gréfico.
c) Calcular el exceso de oferta para p =65 y marcarlo en el gréfico.
a) Para hallar analiticamente el punto de equilibrio, debemos resolver el sistema

N1
180 9
295 1
p_T_ﬁq

Como tenemos despejadas en ambas ecuaciones la incognita p, igualemos y despejemosq:

1 N 310 _29%5 1 Para graficar, como p es Vvariable
180 9 3 120 dependiente, y en este caso, tenemos como
1 1 205 310 dato en las dos leyes, a p en funcién de q, no
180 a+ 120 4= 3 9 es necesario buscar las funciones inversas.
iq _30h Directamente, graficamos:
27 9 9 '
q=>L 72 . 295 1
9 Dip=—-—20
3 120
q =4600
Reemplazando en las ecuaciones: y
295 1
D:p=—-—q ) 1 310
3 120 O:p=—Qq+—
205 1 180 © 9
=——-—.4600
3 120
p =60
1 310
O:p=—0q+—
P 180 a 9
p= i.4600 + 310
180 9
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1601 P
120
100

80

EO=1500
PE

e EE T L L PP Pee :
= ED=3000 ,
‘

- q
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500—{1 5000 5500 6000 6500
4600

b) Debemos buscar el exceso de demanda para p =50. Reemplacemos en ambas funciones
p =50 y despejemos q:

295 1 ) 1 310
=——— O:p=—q+—
3 120 180 9
s 2%5_ 1 s L ¢, 310
3 120 180 9 Exceso de Demanda:
1 295 310 1 > ED =5800-2800=3000
—q="2-50 50— 2= == _q
120 3 9 180
145 140
q 3 9 q
g=>5800 g =2800

c) Debemos buscar el exceso de oferta para p=65. Reemplacemos en ambas funciones
p =65 y despejemos:

295 1 oo 1 . 310
D:p=—--—-q P=os At
3 120 180 ° 9
205 1 1 310
65 = 5 o q 65 = 180 g+ o Exceso de Oferta:
b EO=5500-4000=1500
1 295 310 1
—(g=——-65 65——=——qq
120 3 9 180
100 275
=="—.120 £ ~180=
9== 9 g
q = 4000 g =5500

6) Silaleyde demanda de un determinado bienes D:6p+2q =232 ysi laley de oferta del mismo
bienes O:2p—-q=4
a) Hallar analitica y graficamente el punto de equilibrio.
b) Calcular el exceso de demanda para p =3 y marcarlo en el grafico.
c) Calcular el exceso de oferta para p =5 y marcarlo en el gréafico.
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a) Para hallar analiticamente el punto de equilibrio, debemos resolver el sistema
6p+29=32
{Zp—q=4
Acéa tenemos escrito el sistema de ecuaciones tradicional. Podemos plantear la matriz
ampliada del sistema para resolverlo:

HEC R TR v R E e i e

2 €D 4 2 14 0 -1{-4 —q=-4 q=4

Para graficar, como p es variable dependiente, debemos despejarla en las dos ecuaciones:

D:6p+2q=32 O:2p—-q=4
6p+29=32 2p—-q=4
6p=32-2q 2p=4+q
1 16 1 1 1
==(32-2 D:p=—-= ==(4 O:p=2+=
p 6( q)=|D:p 3 30 p 2( +0)=|0:p +54

P

'\ EO=5

'
& 9
0 1 2 3 4 5 L] 7 8

Q

0

b) Debemos buscar el exceso de demanda para p =3. Reemplacemos en ambas ecuaciones p=3 'y
despejemos q:

D:6p+2q =32 O:2p-q=4 )
6.3+2q =32 23-g9=4
18+2q =232 6—q=4 Exceso de Demanda:
2q=32-18 _q=4-6 ED=7-2=5
14 -2
q > q q 1 q )
¢) Debemos buscar el exceso de oferta para p =5. Reemplacemos en ambas ecuaciones p=5
y despejemos ¢ : \
D:6p+2q=32 O:2p-q=4
6.5+2q =32 25-q=4 | Exceso de Oferta:
30+29=32 10-q=4 EO=6-1=5
2q=2 -q=-6
q=1 q=6 ’
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Modelo abierto de Leontief — Matriz de Insumo-Producto :

Introduccion:

El modelo de Leontief, también conocido como modelo Input - Output, es un
modelo econdmico desarrollado por Wassily Leontief (1905-1999), basado en trabajos del siglo
XVIII del franceés Francisco Quesnay (escuela de los fisidcratas).

Leontief desarroll6 y profundizé el analisis input-output o de relaciones interindustriales como
método para explicar los flujos de mercancias en una economia y las relaciones entre las demandas
finales y las diversas producciones requeridas para satisfacerlas (premio Nobel en 1973 por este
trabajo).

El modelo consiste en un andlisis de un conjunto de industrias interdependientes con el fin de
averiguar los efectos que tendrian las variaciones en la produccion de algunas de esas empresas sobre
las demas.

Para que tenga sentido el modelo, cuando hablamos de una mercancia o servicio, estamos hablando
de su equivalente en la unidad monetaria que corresponda, ya que esta es la unica forma de poder
relacionar las mercancias o servicios de todas y cada una de las industrias.

El modelo:

En su forma mas simple el modelo de Leontief tiene, entre otras, las siguientes caracteristicas:

1) Divide la economia en n sectores (que también denomina industrias), cada uno de los cuales
produce una Unica mercancia (o servicio), esto es, establece una correspondencia biunivoca entre
las industrias y las mercancias.

Designaremos con x; la cantidad de mercancia producida por el i—ésimo sector durante un
periodo de tiempo dado.

2) Distribuye el producto de cada sector en dos partes:
a) Una sirve como insumo a las industrias (demanda interna). Estos usos los realizan los
Ilamados sectores enddgenos.
Designaremos con x; la cantidad de mercancia producida por la industria i que sirve como
insumo a la industria j.

b) Otra va a las exportaciones, al consumo doméstico, a la construccion de nuevas plantas para
la produccion, exportaciones y a todo uso que no esté incluido como insumo para los sectores
industriales (demanda externa). Estos usos los realizan los Ilamados sectores exdgenos.

Designaremos con d; la cantidad de mercancia producida por la industria i que no se utiliza
como insumo, es decir, d, es la demanda externa o demanda final de la industria i .

Supone que el producto de cada sector queda agotado por las compras de los sectores enddgenos
y exogenos en el periodo analizado. Para cada sector se puede pues, escribir la siguiente ecuacion:

n
X, = inj +d; con i=12,3,...,n. Esta ecuacion se interpreta como:
j=1

“El producto del sector i es igual a la demanda de los sectores endogenos (industrias)
mas la de los sectores exdgenos (la demanda final).”

3) La cantidad de producto de la industria i necesaria para producir una unidad de mercancia de la
industria j permanece constante. Esto es, la cantidad de la i—ésima mercancia que se utiliza

como insumo para producir una unidad de la j—eésima mercancia es un parametro del sistema
(una magnitud exdgena).

105
Prof: Alejandra C. Zaia Apunte Tebrico 1



Algebra— U.C.E.S. Matrices — Determinantes — Sistemas de ecuaciones

Si para producir x; unidades, la industria j requiere x; unidades del producto de la industria i,

entonces el cociente — permanece constante en determinado periodo de tiempo; a este cociente
X.
J
lo denotamos por c; y se denomina coeficiente tecnologico, que representa las unidades de
producto de la industria i necesarias para producir una unidad de mercancia por la industria j.
Por lo tanto, el consumo que el sector j hace del producto del sector i es c;x; Yy, en consecuencia,

en la ecuacién anterior:

n
X :inj+di si a cada termino de la sumatoria la dividimos y multiplicamos por el
j=1

correspondiente x;, quedandonos:

X —Zn:ﬁx +d. ; reemplazamos ﬁ—c ueda:
PSR p X i yq :
=L A j

X :ZCinj +d, paratodo 1<i<n
=1

Esta ultima expresion da lugar a un sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas:
Cpy X, +CpX, ++--+C X, +d; =X

1n"*n

n

Cpy X, +CppX, -+ 4+Co X, +d, =X,

Cp X +CoX, +---+C X, +0d, =X

nn°'n

que, empleando notacion matricial, podemos escribir como:

CX+D=X
Xl Cll C12 Cln
X, . . . Ch Cp Con .
donde X =| | es el vector de las cantidades de produccion, C = es la matriz
Xn Cnl Cn2 Cnn
de coeficientes, llamada matriz de “coeficientes tecnologicos”, “matriz tecnologica” 0 “matriz de
d,
.- d, : :
tecnologia”y D =| ° | esel vector de las cantidades de la demanda externa o final.
d

Como la expresion c¢; permanece constante en determinado periodo de tiempo, la matriz tecnoldgica

C permanece constante en determinado periodo de tiempo, en el cual no se produzcan cambios
tecnoldgicos significativos, entonces, en general, nos interesa conocer cual serd la produccion X de
las empresas, conocida determinada demanda final D . Para ello, trabajemos el sistema de ecuaciones
escrito en forma matricial:
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En la expresion

X=CX+D Restemos miembro a miembro C. X

X-C.X=C.X+D-C.X Quedando

X —-CX=D Sacando factor comdn X' a derecha en el
primer miembro, queda:

(|n —C).X =D |n es la matriz identidad en R™"

A lamatriz |, —C se la conoce como matriz de Leontief , yselanota L=1,-C.

De esta manera, el sistema de ecuaciones queda expresado como L.X =D, un sistema de ecuaciones
“tradicional”.

El sistema L.X =D constituye el sistema basico de ecuaciones del analisis interindustrial de
Leontief.

Por su naturaleza los coeficientes técnicos c; son no negativos y las demandas finales d; son no

negativas también. Asi mismo, las cantidades producidas, X, son también no negativas. Estas

restricciones plantean el siguiente interrogante: ;podemos asegurar que siempre existe una solucion
X del sistema L.X =D para cualquier demanda final arbitraria no negativa D y que dicha solucién
es no negativa?

Si, siempre es posible pues C es una matriz de Minkowski y los teoremas de Perron y Frobenuis
garantizan que L=1—-C es una matriz inversible y ademas, que todos los coeficientes de su inversa
son no negativos (temas que se justifican y desarrollan en Matematica para Economistas).

Volviendo al sistema L.X =D, si pre-multiplicamos por la inversa de la matriz de Leontief miembro
a miembro, resolvemos el sistema por el método matricial, y tenemos:

LX=D
L+(LX)=L%D
(LtL)X =LD

X =L1D

= |X=(1,-C)".D
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Matriz de insumo producto:

Normalmente los datos se dan en forma de matriz y no como sistema de ecuaciones, ya que de esta
manera se lleva un registro ordenado de las transacciones entre las industrias destinadas a la
satisfaccion de una demanda final.

Se llama matriz de insumo — producto a la matriz conformada por S,,S,,---,S,, el conjunto de las n
industrias interdependientes, D el vector demanda final y X el vector producto total:

Sectores industriales  Demanda final Producto
— — —___0externa total
S, S, S, DF =D PT.=X
Sy Xy X1 Xin d, X
Sectores S, Xy | X | oo | X d, X,
industriales : ; ’ :
Sn an Xn2 te Xnn dn Xn
Valor -
\Y} V .V VA.
agregado VA A A A ,Z_; i
Producto : :
= X X ces X X = X.
total PT.=X 1 2 n i = i

Demanda interna
(de las industrias Producto Bruto
para las industrias) Interno: P.B.I.

Por filas: La suma de los elementos de cada fila x; :inj +d,, con i=12,3,...,n, representa el
j=1

producto total del sector i, siendo d, la demanda externa o demanda final de la industria i (output
total).

n
Por_columnas: La suma de los elementos de cada columna representa X; :inj +VA;, con
i=1
1=12,3,...,n, representa los costos totales del sector j, siendo VA, el valor agregado de la industria
J (costos de otros factores de la produccién que no son insumos, como salarios, intereses, etc.), (input
total).

Como analizamos anteriormente:

n
Si en cada una de las ecuaciones x; =inj +d;, a cada término de la sumatoria lo dividimos y
j=1
n

- . X ) X
multiplicamos por el correspondiente x;, nos queda: X, :Zi.xj +d. ; y si reemplazamos —- por

T X X;

n
el coeficiente tecnologico que representa, c;y queda X = Zcijxj +d, paratodo 1<i<n, que nos
j=1
Ileva a resolver el sistema de n ecuaciones lineales con n incdgnitas:
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Cpy X, +CpoX, +---+C X, +d, =X

1n"*n

Cpy X, +Cpp X, +++4+C, X, +0d, =X,
Cp X +CoX, +---+C X, +0d, =X

que resolveremos en forma matricial como vimos anteriormente:

X =C.X +D
X-CX =D
(1,-C)X=D Como I,-C =L
LX =D
X =L"D :

O equivalentemente, X =(1,-C) ".D

Si dada una nueva demanda final para cada producto, D’ queremos conocer la produccion de todas
las empresas, simplemente: X'=L".D’' (equivalentea X'= (1, —C)’l.D’ ); Y si queremos construir

la nueva matriz de insumo producto, s6lo debemos tener en cuenta que c; =—L, el coeficiente
X;
XI
o , - P N _
tecnolégico, que es constante en un periodo de tiempo, sera ¢; =—- y por lo tanto x; =c¢;.X].
i

Ejemplos:

1)  Supongamos que tenemos una economia reducida que s6lo tiene tres industrias: petroleo,
electricidad y mantenimiento y produccion de tuberias. La matriz de insumo — producto que
muestra la relacion de las transacciones entre las industrias, en miles, para cubrir determinada
demanda esté dada en el siguiente cuadro:

Industrias Petréleo Electricidad Tuberias Demanda Produccion
P E T Final (D) Total (X)
Pe”F?'eo 28 28 42 42 140
E'eC”E'C'dad 56 112 28 84 280
T“biﬂas 14 0 0 126 140
Valor
Agregado 42 140 70 252 -
(VA)
Produccién
Total (X) 140 280 140 - 560

a) Hallar la matriz de coeficientes tecnoldgicos

b) Hallar la matriz de Leontief.

c) Hallar la inversa de la matriz de Leontief.

d) Hallar la produccion para una demanda final de 63000 para la industria petrolera, 126000 para
la industria de electricidad y 105000 para mantenimiento y produccion de cafierias.

e) Hallar la matriz de insumo producto para la produccién hallada en (d).
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f) Hallar la produccion para una demanda final de 42000 para la industria petrolera, 105000 para
la industria de electricidad y 105000 para mantenimiento y produccion de cafierias.
g) Hallar la matriz de insumo producto para la produccién hallada en (f).

Respuestas:

a) Como los elementos de la matriz de coeficientes tecnol6gicos son ¢; =—, entonces:
X.
]

1 1 3 2
o u_ 2B R o s A o X _ 56
11 ] 12 1 13 ] 21 1
X, 1405 X, 28019 x, 1401 X, 1405
2 1 1
o X _MT X 2B X M %y 0
22 1 23 1 31 1 32 T - - 1
X, 2805 x, 1405 x, 14010 X, 280
C33:&:i:0
X, 140
0,2 01 0,3
Porlotanto, C=[0,4 0,4 0,2
01 O 0

b) La matriz de Leontief es L =1,—C en este caso, entonces:
10 0) (02 01 0,3 08 -01 03
L=0 1 0/-|0,4 04 0,2|=| -0,4 06 -0,2
0 01)101 0 O -01 0 1

c) Buscamos la inversa de la matriz de Leontief por cualquiera de los dos métodos que vimos.
Considerando que la matriz es de orden 3, y el tipo de coeficientes que tiene, la hallaremos por el
método de Gauss- Jordan:

0,8 -01 -03i1 0 0 7
-04 06 -02:0 1 0 G_J
201 o (@Dio o 1
077 -01 0 1 0 03 ) (Lio).r
042 06 0 0 1 0,2 ~
-01 O 1 0 0 1
77 @O o i-10 o0 3 o
0,42 06 0 0 1 0,2 ’:‘
01 O 1 0 0 1
0 1 01 11 2\ 1)
7,7 1 0 E_lo 0 -3 G_J E g [E)h_—uﬂ
4 o o 16 1 2| ~ |42 0 06 1 2| -
01 0 1 {0 0 1 0 0 1:i1 1 22|h-F
7 42 21
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0 110 5 10 10510
7 1 21 7 21 21

0 i1 11 2| = L'=(1,-C)'=|1 1z
5 3 6 3

1 i1 1 22 1Lz
T 7 42 21

d) Si la demanda final es de 63000 para la industria petrolera, de 126000 para la industria de

electricidad y de 105000 para mantenimiento y produccion de cafierias, entonces el vector
demanda es:

63
D'=|126
105
0 5 10
! ﬁ 221 63) (170
Por lo tanto la produccion, que es X =L™".D’, seria: X =| 1 5 3 .| 126 |=| 364
11 2 105 122
7 42 21

La produccion de la industria petrolera seria de 170000, la de la industria de electricidad seria
364000 y la de mantenimiento y produccidon de cafierias seria 122000.
X
e) Como c; =X—': y por lo tanto x; =c;.X;, tenemos:
J
X, =0,2.170 =34, X, =0,1.364=36,4;

X, =0,3.122=36,6; X, =0,4.170=68;

Xy, =0,4.364=145,6; Xy =0,2.122=24,4; X, =0,1.170=17; X =0.364=0;
X5 =0.122=0
P E T D X
P 34 36,4 36,6 63 170
E 68 145,6 24,4 126 364
T 17 0 0 105 122
VA 51 182 61 294 -
X 170 364 122 - 656

f) Ahora, la nueva demanda final es de 42000 para la industria petrolera, de 105000 para la

industria de electricidad y de 105000 para mantenimiento y produccion de cafierias, entonces el
vector demanda es:
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42
D" =105
105
0 5 10
721 21| /g9 135
Por lo tanto la produccion, que es X = L*.D", seria: X =| 1 % % .| 105 |=| 304,5
1 1 2 105 118,5
7 42 2
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La produccion de la industria petrolera seria de 135000, la de la industria de electricidad seria

304500 y la de mantenimiento y produccion de cafierias seria 118500.

!

X
e) Como ¢, =— y por lo tanto x' =c..x’, tenemos:
1 X'- 1] [/

]

X, =0,2135=27; X, =0,1.304,5=30,45;

X/, =0,3.118,5=35,55;

Matrices — Determinantes — Sistemas de ecuaciones

X, =0,4.135=54;

X, =0,4.304,5=1218; X, =0,21185=237; x,=0,1135=135; x|, =0.304,5=0;
X}, =0.118,5=0
P E T D X
P 27 30,45 35,55 42 135
E 54 1218 23,7 105 304,5
T 135 0 0 105 1185
VA 405 15225 | 59,25 252 -
X 135 304,5 1185 - 558

2)  Considerando una economia donde se tienen en cuenta sélo las industrias alimenticias, de
transporte y el trabajo humano. Un peso de trabajo producido requiere $0,40 de transporte y
$0,20 de alimentos. Un peso de transporte insume $0,50 de trabajo y $0,30 de transporte. Y un
peso de alimentos producidos requiere $0,50 de trabajo, $0,05 de transporte y 0,35 de alimentos.
Si la demanda para el presente periodo es de $10000 de trabajo, $20000 de transporte y $10000
de alimentos, encontrar la produccion necesaria para satisfacer la demanda y confeccionar la
matriz de insumo producto de la misma.

Respuesta:
Ahora tenemos de dato los coeficientes de la matriz de tecnologia. Como los datos son los

requerimientos de los distintos sectores, estos estan dados por columnas:
Transporte

Alimentos Trabaj
0,35 0 0,20 Alimentos 10000
C=|0,05 0,30 0,40 |Transporte  mientras que el vector de demanda es D =| 20000
0,50 0,50 0O )Trabajo 10000

Buscamos la matriz de Leontief:
1 00 0,35 0 0,20 0,65 0 -0,20

L.={0 1 0|-/005 0,30 0,40|=|-0,05 0,70 -0,40

0 01 0,50 050 O -0,50 -0,50 1
Y buscamos su inversa:
2 0,4 0,56
L'=| 1 2,2 1,08 | Verificala!!!
15 1,3 182

2 0,4 0,56) (10000 33600
Entonces X =| 1 2,2 1,08 |.| 20000 |=| 64800
15 1,3 1,82 /(10000 59200
Se deben producir $33600 de alimentos, $64800 de transporte y $59200 de trabajo.
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X .
Como c; =% y por lo tanto x; =c;.x; , tenemos:
J
X, =0,35.33600=11760;
X,, =0,05.33600 =1680 ;

X, =0.64800=0;
X,, = 0,30.64800 =19440;

X,; =0,20.59200 =11840;
X, =0,40.59200 = 23680 ;

X5, =0,50.33600 =16800; X5, =0,50.64800 =32400; X5 =0.59200=0
Alimento | Transporte Trabajo D X

Alimento 11760 0 11840 10000 33600

Transporte 1680 19440 23680 20000 64800

Trabajo 16800 32400 0 10000 59200
VA 3360 12960 23680 40000 -

X 33600 64800 59200 - 157600

Si tenemos una economia cuyas industrias estan basadas en la agricultura, la manufactura de
productos y el trabajo. Un peso de produccion agricola requiere $0,50 de agricultura, $0,20 de
productos manufacturados y $1 de trabajo. Un peso de manufactura requiere $0,80 de
manufactura y $0,40 de trabajo. Un peso de trabajo insume $0,25 de produccion agricola 'y $0,10
de productos manufacturados. Encontrar el vector de produccion si la demanda externa es $100
de productos agricolas, $500 de manufacturas y $700 de trabajo y elaborar la matriz de insumo
producto.

Respuesta:
Nuevamente tenemos de dato los coeficientes de la matriz de tecnologia. Como los datos son

nuevamente los requerimientos de los distintos sectores, estos estan dados por columnas:
Manufactura
Agricolas Trabaj‘5
0,50 0 0,25)\Agricolas 100
C=(0,20 0,80 0,10 |[Manufactura  mientras que el vector de demanda es D =| 500

1 0,40 0 |Trabajo 700

Buscamos la matriz de Leontief:
1 00 050 0 0,25

L={0 1 0(-|0,20 0,80 0,10 |=
0 01 1 040 O -1

0,50 0 —0,25
-0,20 0,20 -0,10
0,40 1

Y buscamos su inversa:
16 10 5

L*=|30 25 10

28 20 10

16 10 5)(100

Entonces X =| 30 25 10 |.| 500 |=| 22500
28 20 10)(700 19800

La industria agricola debe producir $10100, mientras que de manufacturas se debe producir
$22500 y $19800 de trabajo.

Verificalallll

10100

X..
Como ¢; =— y por lo tanto x; =¢;.X; , tenemos:
X.
J
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X, =0,50.10100 =5050; X, =0.22500=0; X3 =0,25.19800 = 4950;
X,, =0,20.10100 = 2020; X,, =0,80.22500 =18000; X,, =0,1.19800 =1980;
X5, =1.10100 =10100; X, =0,40.22500 = 9000; X5, =0.19800=0
Agricola | Manufactura Trabajo D X
Agricola 5050 0 4950 100 10100
Manufactura 2020 18000 1980 500 22500
Trabajo 10100 9000 0 700 19800
VA -7070 -4500 12870 1300 -
X 10100 22500 19800 - 52400

En el caso de la industria agricola y manufacturera, el valor agregado es negativo. Esto se debe
porque en estas industrias, el mismo sistema productivo insume un muy alto porcentaje de la
produccidn respecto a la demanda externa. Es probable que se necesiten subsidios o des-ahorro
para poder producir. A una economia de este tipo se la consideraria marginal, pues hay dos
industrias que son deficitarias.

Hay algunos datos que se pueden obtener a partir de la matriz de coeficientes tecnoldgicos:
@ Lasuma de todos los coeficientes de una columna j indica el costo de producir $1 de producto

del sector S;. Si esta suma es menor que 1, el sector S; sera productivo. Si esto sucede para

todas las columnas de la matriz de tecnologia, la economia sera productiva.
@ Lasuma de todos los coeficientes de una fila i indica el total de la produccién del sector S,

para producir $1 de cada producto. Si esta suma es menor que 1, el sector S; produce mas de

lo que consumen los sectores del mismo. Si esto sucede para todas las filas de la matriz de
tecnologia, la economia puede producir mas de lo que consume internamente.

Teorema

Si la matriz de coeficientes tecnolégicos C de una economia verifica una de las condiciones
siguientes:
i) la suma de los coeficientes de cada columna es menor que 1, para todas las columnas de
la matriz C,

ii) la suma de los coeficientes de cada fila es menor que 1, para todas las filas de la matriz
C,
entonces la economia es productiva.

Esta es una condicion suficiente, pero ninguna de ellas es una condicidn necesaria, como sucede en
el ejemplo 3, donde la segunda fila suma 1,1. Ademas, la primera columna suma 1,7 mientras que la
segunda columna suma 1,2. Y sin embargo, la economia es productiva pese a que tiene sectores que
no lo son.
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Teorema

Una matriz de coeficientes tecnoldgicos C de una economia es productiva si, y solo si, la inversa
de la matriz de Leontief tiene todos sus coeficientes no negativos.

Es decir, si (1,-C) " =(a )i, . la economia es productivasi a; >0 v1<i<n, v1<j<n
I<j<n

Esta es una condicidn necesaria y suficiente para que la economia sea productiva.

En el ejemplo 3, podemos asegurar que la economia es productiva dado que (In —C)’1 tiene todos

sus coeficientes positivos. Solo dos sectores no son productivos, pero si lo es la economia en su
conjunto.

Este teorema nos dice que si la economia es capaz de satisfacer una demanda externa positiva es
capaz de abastecer cualquier demanda.

Para saber si la economia es productiva:
@ Si la suma de los coeficientes de cada una de las columnas o de cada una
de las filas es menor que 1. (condicion suficiente)
@ Sialguna fila o columna suma 1 0 méas de 1, si los coeficientes de la matriz

(1, —C)_1 son todos no negativos. (condicion necesaria y suficiente)

- - - . -1 - , .
Si algun coeficiente de (In —C) " es negativo, la economia no es productiva.
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