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TEXTO ORIENTATIVO N° 3

INTRODUCCION AL USO DE LAS MATEMATICAS EN LAS CIENCIAS AGRARIAS.

RAUL FIORENTINO /12 DE JULIO DE 2018.



Los textos orientativos en formato borrador se destinan a proporcionar informacion
complementaria para los alumnos de la carrera de agronomia (UCES/Cafiuelas) que
contribuya a promover su acercamiento a temas de gran relevancia en la produccién
agropecuaria y agroindustrial argentina en las ultimas décadas.



1. DESCRIPCION GENERAL DE LOS USOS DE HERRAMIENTAS MATEMATICAS.

Las herramientas matematicas tienen, en el andlisis de problemas biolégicos y
bioecondmicos, diversos usos. Se destacan entre ellos: (a) la construccién y validacion
de modelos biofisicos y bioecondmicos; (2) el uso de dichos modelos para optimizar
procesos asociados con los mismos.

Todo modelo es una abstraccion de la realidad, que obliga a un “recorte” de la misma
para destacar o valorizar sus conceptos principales y las relaciones causales esenciales
entre dichos conceptos principales. Los campos de aplicacion de los modelos
matematicos son muy variados. Asi, se puede representar a través de un modelo
matemaéatico el comportamiento productivo de un espacio territorial definido, por
ejemplo un valle considerablemente fértil. También el comportamiento productivo de
una sola empresa, etc.

2. CARACTERISTICAS DE UN MODELO MATEMATICO APLICADO A LA
BIOLOGIA Y A LA BIOECONOMIA.

La condicién esencial de un modelo (constituir una “abstraccion” o representacion
simplificada de la realidad) permite representarlo como el conjunto de relaciones de un
ndmero limitado de conceptos, considerados fundamentales para el desarrollo del
modelo, y desdefiar otros. Asi, un modelo que describe el comportamiento biolégico de
un bosque natural, se pueden considerar como aspectos esenciales del mismo la
velocidad de crecimiento del conjunto de los arboles del bosque, la aptitud forestal de
los suelos que albergan a dicho bosque, la evolucién de la disponibilidad de agua en los
suelos del bosque.

Claramente, se desdefian en esta enumeracion aspectos de interés tales como la
capacidad del bosque para brindar otros resultados, tales como la produccién de rubros
de uso comestible, industrial, etc. @ Claramente también, se pueden desarrollar, en
relacion a ese mismo bosque, modelos alternativos que desdefien las variables que
hemos considerado en el ejemplo anterior y utilicen otras.

Este dltimo comentario nos lleva a una reflexion de gran interés, la formulaciéon de un
modelo (de sus conceptos determinantes y de sus interrelaciones) esta claramente
vinculada con el propdsito que el analista posee en el periodo previo a la construccion
del modelo. Prevalece entonces una nocién utilitaria: los modelos que se construyen en
general tienen que servir o ser Utiles para algo.

3. LOS MODELOS CONCEPTUALES COMO ORIENTADORES DE LOS MODELOS
MATEMATICOS APLICABLES A LA BIOLOGIA Y A LA BIOECONOMIA.



Los modelos conceptuales obran como instrumentos fundacionales de los modelos
matematicos aplicables a la biologia y a la bioeconémia. Los modelos conceptuales
obviamente se expresan en palabras.

Un modelo conceptual tiene aplicabilidad cuando expresa relaciones causales entre
conceptos, cuyas “direcciones” estan bien definidas. Por ejemplo, la velocidad de
crecimiento de los arboles de un bosque esta vinculada con el nivel y la periodicidad de
suministro de agua al suelo y con la evolucién de la disponibilidad de nutrientes: la
direccion de causalidad se desplaza desde el agua y los nutrientes (factores causantes)
al crecimiento (concepto o valor determinado).

Las causaciones no siempre son entre los modelos (conceptuales y matematicos) uni-
direccionales. Por ejemplo, la velocidad de crecimiento de los arboles de un bosque
depende de la disponibilidad de humedad y nutrientes en el suelo, pero dicho
crecimiento provoca un aumento en la existencia de raices en dicho suelo y este
aumento mejora la disponibilidad de nutrientes.

Los modelos conceptuales expresan hipotesis sobre el comportamiento de
determinados procesos o fendmenos. Asi por ejemplo, si el modelo conceptual
establece “el precio de la carne de pollo en Argentina depende del precio internacional
de dicha carne y también del precio de las carnes de vaca y cerdo en Argentina” estoy
expresando una hipétesis, cuya validez todavia no he comprobado. Para conocer su
grado de aproximacion a la realidad tengo que generar instrumentos analiticos y
desarrollar un cuerpo de datos Utiles verificarla.

4. LOS MODELOS MATEMATICOS COMO RESULTANTES DE LOS MODELOS
CONCEPTUALES.

El modelo conceptual es “transformado” en un modelo mateméatico pidiendo en
préstamo conceptos fundacionales de la matematica. Asi los conceptos pasan a ser
variables y las relaciones causales pasan a ser relaciones funcionales. Una
variable expresa una valoracion de un determinado concepto. Una funcién es una
regla que establece los mecanismos estables de conexidén entre dos o mas variables.
Asi, la funcién y=2x indica que cuando la variable x aumenta de valor la variable y
también aumenta, pero en una proporcién mayor.

Las reglas que caracterizan a las relaciones funcionales estan determinadas por
valores de los parametros de las ecuaciones. Asi, en la expresion caracterizada por
las siguientes variables y la siguiente relacion funcional:

Yc= Velocidad de crecimiento de los arboles
Dh=Disponibilidad de humedad en el suelo



Yc=A-B/Dh

Tenemos que la expresion denota que: (1) el crecimiento es una funcién “estable” de
la disponibilidad de agua; (2) es ademas una funcién creciente de dicha disponibilidad;
(3) La variable explicada o dependiente es el crecimiento; (4) la variable explicativa o
independiente es la disponibilidad de agua; (5) el impacto de dicha disponibilidad
sobre la velocidad de crecimiento siempre se vincula con la misma forma funcional;
(6) el impacto no es “proporcional”, si se duplica la cantidad de agua, no se duplica la
velocidad de crecimiento; (7) en cierto nivel de disponibilidad de agua, el impacto
sobre el crecimiento es practicamente nulo; (8) y en relacion al aspecto mas
importante de esta relaciéon, los valores A y B son parametros (no cambian por mas
que cambien los valores de las variables y ademas gobiernan las caracteristicas
centrales de la relaciéon entre la variable independiente y la variable dependiente.

Los modelos matematicos, que en general modelan situaciones biolégicas complejas,
suelen incorporar muchas variables que expresan a su vez diversas interrelaciones
entre las mismas. Es por ello que los mismos a menudo se expresan con mas de una
ecuacion. Por ejemplo, un modelo matematico sencillo de mercado pude representarse
con tres ecuaciones, del siguiente modo:

Variables:

Qo= oferta de carne bovina
Qd= demanda de carne bovina
Pb= precio de la carne bovina
Pp= precio de la carne de pollo
Kc= condiciones climaticas

A,B,A’, b’, C son parametros del sistema de ecuaciones
Modelo de funcionamiento del mercado, que incorpora tres ecuaciones:

Qo= A+B*Kc
Qd=A+B~ *Pb+C”Pp
Qo=QD

El pasaje de un modelo conceptual a uno matematico puede generar dos efectos de
interés: (a) la posibilidad de conocer con mayor claridad los tipos de datos a registrar
para verificar y “validar” el modelo; (b) simplificar notablemente la expresion del
modelo, facilitando su comprension.

Por ejemplo, considérese el siguiente modelo conceptual: “Argentina es el primer
exportador mundial de zumo concentrado de manzana, su destino casi Unico son los
EUA, el aporte de Argentina a ese mercado influye en el precio que el pais obtiene en
el mismo y por lo tanto las ventajas econdmicas de exportar al mismo. La influencia de
la oferta argentina en ese mercado es mayor que la influencia de las exportaciones de



otros paises considerados en conjunto”. Este modelo conceptual puede presentarse
mediante la sencilla expresion matematica:

Variables

Qol= oferta de concentrado argentino de manzana a los EUA
Qo2= oferta de concentrado del conjunto de los restantes exportadores a los EUA.
Pol= Precio del concentrado argentino en el mercado considradao.

Relacién funcional:
Pol= A-BQo1-CQo2; donde

A,B,C SON PARAMETROS DEL SISTEMA DE ECUACIONES
B es mayor que C

Se advierte entonces que con una Unica y muy sencilla ecuacion representa una
conceptualizacion aparentemente compleja.

5. DEL MODELO MATEMATICO AL MODELO ESTADISTICO.

La relacion funcional anterior, que vincula el precio del concentrado argentino (variable
dependiente o explicada) con dos variables independientes o explicativas (precios de
las exportaciones argentinas e internacionales) revela una relaciéon causal exacta. La
observacion de la realidad nos dice que: (a) es posible que las relaciones funcionales
sean firmes -- efectivamente las variaciones de precios estén determinadas por las
variaciones de las cantidades exportadas; (b) es muy probable que dichas relaciones
no sean exactas. El modelo estadistico considera como base al modelo matemaético,
pero sefiala en su formulacién la posibilidad de que que estas relaciones no sean
exactas.

Para ello dicho modelo se formula asi

E= error de la estimacion
Pol= A-BQol1l-CQo2+e

Donde e= error de la estimacion

La ecuacion presentada previamente representa una funcion de demanda, donde (i) la
relacién Pol - Qol representa la funcibn de demanda por zumo argentino en los EUA;
(ii) la relacién Po2 - Qo2 representa la funcién de demanda por zumo no argentino en
dicho mercado; (iii) la relaciéon Po2 — (Qol+Qo2) representa la funcion de demanda
TOTAL por concentrado de manzana en dicho mercado.

La inclusion de la variable “e” pude interpretarse de la siguiente manera: hace falta
algun agregado numérico (positivo o negativo) para asegurar que la relaciéon entre



precio y cantidades sea exacta. Ese agregado o sustraccion podra variar si el modelo
toma para la formulacion del cuadro de datos varios periodos de tiempo (por ejemplo,
cuatro valores anuales promedio) en el sentido que en determinados periodos el
estimador del error podra tomar valores positivos y en otros negativos. La estadistica
aplicada desarrolla modelos analiticos para estimar los valores del error.

La formulacién del modelo estadistico es el paso inicial para verificar la hipotesis
planteada en el modelo conceptual y en el modelo matemaético. La verificacion de la
hipétesis reclama la disponibilidad de un conjunto de datos que, en el ejemplo
considerado, se denominan “series de tiempo” (datos del precio del zumo argentino P,
de la cantidad exportada del zumo argentino Qol y de la cantidad exportada del zumo
no argentino Qo2).

El esquema de analisis es el siguiente (a) en primer lugar analizo la correlacidon entre
Pol y Qol con un andlisis grafico, (b) en segundo lugar analizo la correlacién entre
Pol y Qo2 también graficamente; (c) en tercer lugar y si la inspeccién de los graficos
revelan una correlacién alta, planteo el modelo estadistico, cuya resolucidn me provee
(i) estimadores del valor de los parametros A,B, C; (c) estimacion de los valores del
error (tantos valores de error como nimero de datos yo disponga; (ii) la estimaciéon de
la bondad de la estimacion (se trata de una medida que evalla el nivel de correlacion
entre las dos variable explicativas consideradas en conjunto, y la variable explicada o
dependiente. Si el nivel de correlacion es elevado entonces puedo sefalar que la
hipotesis haa sido verificada con un nivel razonable de aproximacion.

6. MODELOS MATEMATICOS Y OPTIMIZACION.
6.1 Optimizacion del resultado bioldgico.

Un modelo biolégico puede expresar un proceso o relacién que puede ser afectado por
la accibn humana a través de la manipulacién de una o mas variables. Por ejemplo, si
los rendimientos de un cultivo (trigo) estan relacionados con la disponibilidad de
nutrientes en el suelo, se puede alterar (incrementar) la disponibilidad de los mismos a
través de la fertilizacion.

Si tengo la posibilidad de realizar varios experimentos que incluyan sucesivos niveles
de fertilizacion y me permitan en cada caso (cada experiencia) medir los rendimientos,
puedo determinar la existencia de una correlacion alta (siempre “aproximada” entre el
nivel de rendimientos y el nivel de fertilizacion. Puedo entonces determinar el nivel de
fertilizacion que me genera el maximo impacto en los rendimientos. Es probable que
mas alld de un cierto nivel y por problemas de saturacion, los rendimientos se
estabilicen y probablemente decrezcan.

En términos matematicos, la variable dependiente Rt representa los rendimientos del
trigo, la variable independiente (explicativa) Nf representa el nivel de fertilizacion. La
respuesta a la fertilizaciéon puede representarse por una funcibn matematica que se



ajuste a los pares de datos (nivel de fertilizacion//rendimientos). La funcion
matematica que relaciona rendimientos con fertilizacion puede representarse como:

Rt = A — 1/Nf

6.2 Optimizacion del resultado econémico.

El mismo modelo biolégico puede analizarse desde una O6ptica econémica: la
fertilizacion es costosa y tengo la presuncion de que “demasiado fertilizante” me va a
ocasionar pérdidas econdmicas. Para determinar el nivel 6ptimo de fertilizacion debo
introducir las variables Pt (precio del trigo) y Pf (precio del fertilizante) en la ecuacion
que representa la respuesta a la fertilizacion.

La funcidbn matematica que ahora interesa es vincula el valor de la produccion de trigo
con el costo de la fertilizacion. La misma se expresa como:

Pt*Rt = A’— B’ Pf*Nf.

El 6ptimo econdmico y es por lo tanto diferente (muy probablemente vinculado con un
menor volumen de fertilizante) que el éptimo bioldégico). Este 6ptimo tiene lugar en el
nivel de fertilizacion en relacion al cual

Pt*Rt = Pf*Nf. En esa situacion el valor econémico del fertilizante agregado es
compensado por el valor del producto generado; Con un nivel menor de fertilizacién, el
incremento en el nivel de producto es mayor y existe “holgura” para incrementarlo.
Con un nivel mayor de fertilizacion el resultado econémico (valor generado — costo
requerido) es negativo. La representacion grafica correspondiente sera desarrollada en
clase.

6.3 Optimizacidon econdmica de combinaciones de actividades productivas en
el marco de restricciones en la disponibilidad de recursos.



Enunciado de ejemplo didactico.

Este procedimiento puede ilustrarse con un ejemplo sencillo. Un establecimiento posee
24 hectareas y quiere optimizar sus ingresos. Las alternativas productivas que se le
presentan son tres: (i) producir solamente fardos de alfalfa para venta; (ii) engordar
novillos, colocando toda la superficie del establecimiento en pasturas que se
suministran a los novillos, que a su vez se venden una vez alcanzado el peso de faena;
(iii) combinar en la produccién y venta las dos actividades.

Los fardos se venden en lotes de 1.000 unidades y para desarrollar una produccién de
1.000 fardos de alfalfa en un afio se necesitan 1,5 ha. Para engordar 1 novillo en 1 afio
se requieren 4 ha de pasturas. Ademas el productor dispone s6lo de 200 horas al afio
para dedicarle a esta actividad. Se necesitan 20 horas para cultivar, cosechar y
distribuir un lote de 1000 fardos de alfalfa y se requieren 20 horas para atender cada
novillo. Este productor tiene $ 1.200 de presupuesto disponible y sus gastos anuales
son de $ 30 por cada lote de alfalfa y de $ 240 por novillo.

La venta de cada lote de 1000 fardos de alfalfa le dara al productor un retorno liquido
de $ 50 en tanto que la venta de cada novillo le redituara $ 1.000. El productor desea
maximizar los ingresos provenientes de la superficie disponible, dadas las restricciones
que limitan a los mismos.

Representacion matematica del problema

Las actividades corresponden a las producciones posibles o los procesos que se
pueden efectuar. En este caso las actividades posibles son dos: criar y engordar
novillos y producir fardos de alfalfa

La dimension o nivel de las actividades, a determinar por la resolucién del
problema son también dos:

X1 = numero de novillos engordados por afio

X, = ndmero de lotes de 1.000 fardos de alfalfa

La funcidn objetivo es una ecuacion lineal que debe optimizarse (maximizarse o
minimizarse, seglin el planteo del problema) para dar solucién al mismo. En las
aplicaciones agrarias se expresa principalmente para resolver dos tipos de problemas:
(i) maximizar un determinado criterio de valor -- margen bruto total, beneficio total,
etc; (ii) minimizar un criterio de valor (costo total, uso de un determinado recurso,
etc). En este problema la funcién objetivo (denominada clasicamente “z”) es.

Z max = 1.000 X1 + 500 X2
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Las restricciones establecen los limites para el uso de determinados recursos (tierra,
mano de obra) que se disponen en cantidades limitadas y que son consumidos por las
actividades.

El consumo de recursos por cada nivel unitario de actividad se establece en las
ecuaciones con los valores numéricos (por ejemplos, 4 es el consumo de tierra para el
nivel unitario de la actividad X1; 240 es el consumo de dinero para el nivel unitario de
esa misma actividad. Estos valores numéricos se denominan convencionalmente
“coeficientes técnicos”. En este caso las restricciones son:

4 X1+1,5 X2 <= 24 Disponibilidad de tierra.

240 X1 + 30 X2 <=1.200 Disponibilidad presupuestaria
20 X1 + 20 X2 <= 200 Disponibilidad de mano de obra
X1y x2 >=0 Condicidon de no-negatividad.

El problema se formula entonces como sigue:

Max Z = 1.000 X1 + 500 X2

Sujetoa: 4 X1+ 1,5 X2 <= 24
240 X1 + 30 X2 <=1.200
20 X1 + 20 X2 <= 200
X1y x2 >=0

Resolucion grafica.

La resolucion grafica comprende dos etapas: (a) la determinacion del campo de
factibilidad, y (b) la obtencion del valor extremo de la funcién objetivo.

a) Determinacion del Campo de Soluciones Posibles.

La ecuacién de la recta que representa la restriccibn de la tierra, indica que la
superficie utilizada por la actividad X;, mas la superficie usada por la actividad X, no
debe superar las 24 hectareas. Para representar graficamente la recta, se determinan
dos puntos cualesquiera.

Entonces:
SiX1=0-—-—--- X2 =24/1,5= 16 fardos

SiX2=0-----—-- X1 =24/4 = 6 novillos

Esta recta corresponde al pleno uso del factor tierra. En cualquier punto de dicha recta
el insumo tierra para las dos actividades es igual a la disponibilidad de la misma. Como
se muestra en la Figura 1, la superficie gris comprende el campo de factibilidad de
todas las soluciones posibles en funcidon de este insumo, representado por el area del
triangulo OAB.
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Figura 1. Area de factibilidad delimitada por la restriccion de la Tierra

Para la restriccion del presupuesto, la ecuacién de la recta que expresa el pleno
empleo de este factor es la siguiente:

240 X1 + 30 X2 =$ 1.200

Cuando: X1 =0 ----- X2 =1.200 / 30 = 40 novillos
Cuando X2 =0 ---- X1 = 1.200 / 240 = 5 novillos

Para la restriccién de la mano de obra, la ecuaciéon que corresponde al uso total del
recurso es:

20 X1 + 20 X2 = 200 horas

Cuando:
X1 =0 ====* X2 = 200 / 20 = 10 novillos
X2 = 0 ====* X1 = 200 / 20 = 10 novillos

A partir de las tres restricciones, es posible definir la regiéon de soluciones factibles:
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Figura 2. Region de Soluciones Factibles delimitada por todas las restricciones.

(b) Obtencién del valor extremo de la Funciéon Objetivo

Obtener el valor extremo de la funcién objetivo significa, en el Problema planteado,
encontrar el punto del poligono que corresponda al mayor valor de Z. La ecuacion Z =
1.000 X1 + 500 X2 puede expresarse en la forma:

X2 = (Z/ 500) - (1.000 / 500).X1) = (Z / 500) - 2 X1

donde (Z / 500) es la ordenada al origen y - 2 es la pendiente de la recta.

Z puede tomar diferentes valores, generando una familia de ecuaciones. Atribuyendo
diferentes valores a Z, la recta se desplazara paralelamente, cambiando Unicamente la

ordenada al origen. El propésito es ir aumentando su valor de modo que la recta se
aleje del origen hasta que tenga un solo punto en comun con el poligono. La Figura 3
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presenta las rectas correspondientes a los siguientes valores de la funcion objetivo: Z
=$3.000,Z=%$6.000y Z = $9.000.

X, (lote de fardos)

Z.=9000

6

[
L

X; (novillos)

Figura 3. Representacion de las rectas para Z = $ 3000, $ 6.000 y $ 9.000

Combinando las figuras 5 y 6 es posible encontrar la soluciéon 6ptima, esto es, la
que presenta el maximo valor de Z dentro del area de factibilidad (Figura 7).

X, (lote de fardos)

40 —

Z" = 6800

10 —

—

| I I I "
X1 (novillos)

Figura 7. Representacion grafica de la Solucion Optima
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Resultados de la programacion lineal.

El primer resultado de la PL es el plan 6ptimo con la determinacion de las variables (o
actividades) y su dimensidon o nivel. Dicho en términos econdmicos, la soluciéon
sefala qué actividades y cuanto de cada una de ellas debe realizar la empresa para
optimizar el resultado. Conjuntamente con el plan 6ptimo es calculado el valor de la
funcién objetivo, normalmente el margen bruto total o el beneficio de la empresa en
los casos de maximizacién o el costo minimo en los casos de minimizaciéon. Un segundo
resultado es la cuantificacion del uso de los recursos, es decir cuanto se utilizé de
cada restriccion.



