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Algebra— U.C.E.S. Espacios Vectoriales

UNIDAD TEMATICA N°2

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

Operacién binaria:

Una operacion binaria * en un conjunto, es una regla que a cada par ordenado de elementos del
conjunto le asigna un Unico elemento del conjunto. Dados dos elementos a y b, el elemento
asignado por la operacion binaria se nota a*b.

Ejemplos:
1) Si definimos en N la operacion binaria * por axb= max{a,b}, (a*bes el maximo entre a y

b), entonces:
a) 3*x10=10
b) 6x2=6
c) 4x4=4

2) Sidefinimos en Z la operacion binaria * por a*b=»Db, entonces:
a) 3+10=10
b) 6x2=2
c) 4%4=4

3) Sidefinimos en Z la operacién binaria * por a*b=a—b, entonces:
a) 3*x10=-7
b) 6%x2=4
c) 4%4=0

Es importante considerar que la operacidn binaria se aplica a un par ordenado pues la operacion
puede o no depender del orden en que se den los elementos. Con los mismos ejemplos anteriores,
pero cambiando el orden de los elementos:

1) Sidefinimosen N la operacion binaria * por axb= max{a,b}, entonces:

a) 10%3=10

b) 2+6=6

) 4+4=4
En este caso es indistinto el orden de los elementos, pues obtenemos los mismos resultados
que antes.

2) Sidefinimos en Z la operacion binaria * por a*b=b, entonces:
a) 10%x3=3
b) 2x6=6
c) 4x4=4
En este caso ya no es indistinto el orden, pues cambian los resultados; (que algun par
ordenado mantenga el resultado no es significativo, deberia suceder con todos para asumir
gue no importa el orden).

3) Sidefinimos en Z la operacion binaria * por a*b=a—b, entonces:

a) 10%3=7
b) 2x6=—4
c) 4%x4=0
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Algebra— U.C.E.S. Espacios Vectoriales

En este caso tampoco es indistinto el orden, pues también cambian los resultados.
Definicion de Conmutatividad:

Una operacidn binaria * en un conjunto C se dice que es conmutativa si y sélo si a*b=b=*a para
todo aeC yparatodo beC

En los ejemplos anteriores, la operacion binaria a*b = max{a, b} es conmutativa, mientras que las
operaciones binarias a*b=b y a*b=a—b no lo son, como analizamos anteriormente.

Definicion de Asociatividad:

Una operacién binaria * en un conjunto C se dice que es asociativa si y solo si
a*bxc=(axb)*c=ax=(b=*c) paratodo acC, paratodo beC yparatodo ceC.

Ejemplos:
1) Sidefinimosen N la operacion binaria * por axb=max{a,b}, entonces:

3*10*5:(3*10)*5210*5:10
3*10*5:3*(10*5):3*10210

Esta operacion es asociativa, pues se puede verificar que vale paratodo ae N, paratodo be N
y paratodo ceN.

2) Sidefinimos en Z la operacién binaria * por a*b=Db, entonces:
3%10%5=(310)*5=10%5=5

3%10%5=3%(10%5)=3*5=5

Esta operacion es asociativa, pues se puede verificar que vale para todo ae”, paratodo b eZ
y paratodo ceZ.

3) Sidefinimos en Z la operacion binaria * por a*b=a—b, entonces:
3%10%5=(310)*5=(—-7)*5=—12

3%10%5=3%(10%5)=3x5=-2
Esta operacion no es asociativa

Definicion de Grupo:

Sea G un conjunto, y sea * una operacion binaria en G . El conjunto G junto con la operacion *
se dice que es un grupo si satisface los siguientes axiomas:
1) Ley de composicidn interna (o ley de cierre):
Paratodo aG yparatodo beG existe un unico c e G que verifique que a*b=c, es decir,
la operacion * es una operacion binaria.
2) Propiedad asociativa:
Para todo a G, paratodo beG yparatodo ceG, axb*c=(a*h)xc=ax*(bx*c).

3) Existencia de elemento neutro:
Existe un elemento e e G tal que a*e=e*a=a paratodo aeG.
4) Existencia de elemento simétrico:
Paratodo a G existe un elemento a’ € G que verificaque a*a’'=a’'*a=e
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Algebra— U.C.E.S. Espacios Vectoriales
Para indicar que G junto con la operacion * es un grupo, lo notamos como (G;*).

Si ademas, se verifica:
5) Propiedad conmutativa:
Paratodo aeG y paratodo beG se verifica a*xb=bx*a

se dice que el grupo (G;*)es un grupo abeliano (por el matemético noruego Niels Henrik Abel
(1802-1829))

Ejemplos:
1) (Z;+) esun grupo abeliano.

2) (N;+) no es grupo. No cumple con dos de los axiomas: No tiene elemento neutro, que en la

adicion es el 0 (cero), pues N= {1, 2,3,4,....... } y por lo tanto, tampoco tiene elemento
simétrico.
Un conjunto que tiene definida una operacion binaria cerrada (ley de composicion interna) y que
solo verifica propiedad asociativa, se denomina monoide.

3) (No;+) no es grupo. No cumple con el Gltimo de los axiomas: Tiene elemento neutro pues es el
namero agregado al conjunto de los naturales, pero sigue sin tener elemento simétrico.
Un conjunto que tiene definida una operacion binaria cerrada (ley de composicion interna) y que

verifica propiedad asociativa y existencia de elemento neutro, pero no de elemento simétrico, se
denomina semigrupo.

4) (Z;-) no es grupo. No cumple con el ltimo de los axiomas: Tiene elemento neutro, que es el 1,
pero no tiene elemento simétrico. Es un semigrupo
5) (Q;+) esun grupo abeliano.

6) (@; -) no es un grupo, pues el nimero 0 no tiene simétrico, es decir, no existe ningtn ndmero
racional que multiplicado por 0 de por resultado 1, que es el neutro de la multiplicaciéon.

7) (Q-{0};-) es un grupo abeliano.

8) (R;+) esun grupo abeliano.

9) (IRi; ) no es un grupo, pues el nimero 0 no tiene simétrico, es decir, no existe ningdn numero

real que multiplicado por 0 de por resultado 1, que es el neutro de la multiplicacion.
10) (R—{0};-) es un grupo abeliano.
Teniendo en cuenta los ejemplos anteriormente vistos:
11)En N, la operacién binaria * definida por a*b= max{a, b}, vimos que es asociativa pero no

tiene elemento neutro, pues, como veremos luego, si existe neutro, este es Unico y por lo tanto,
tampoco tiene simétrico.

a) 3x10=10

b) 6%10=10

12)En 7Z la operacion binaria * definida por a*b=Db, vimos que es asociativa pero no tiene
elemento neutro (y por lo tanto tampoco simétrico), pues:
a) 0x10=10
b) 10%x0=0

13)En 7Z la operacion binaria * definida por a*b=a—b, como vimos anteriormente no es
asociativa, no tiene elemento neutro (y por lo tanto tampoco simétrico), pues:
a) 0x10=-10
b) 10%x0=10
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Si un conjunto es un grupo, verifica determinadas propiedades que subyacen de la axiomatica de la
definicion, a pesar de que aparentemente no son consideradas. Estas serdn enumeradas aca pero
seran demostradas en el Apéndice:

Propiedades: (Demostraciones en el apéndice)
Sea (G;*) un grupo, entonces:

1) El elemento neutro es unico.

2) El elemento inverso de un elemento a G es Unico.
- -1 -1

3) SiaeG entonces (a!) =a.

4) (a*b)_l:b’l*a’1 paratodo acG y beG.

5) Si axc=b=*c entonces a=b

6) Si cxa=c=*b entonces a=Db

7) (a*b)ﬁ1 =a '*b™ paratodo acG y beG siysolosi (G;*) es abeliano.

Definicion de Anillo:

Un conjunto A en el que estan definidas dos operaciones, una aditiva (*) y una multiplicativa (),
se denomina anillo si se verifica:

i. (A;*) esungrupo abeliano.
ii.  Averifica propiedad asociativa respecto a «: asbec =(asb)sc = a«(bec)

iii.  Se cumplen las propiedades distributivas: as(b*c)=ash*asc y (b*c)a=bsaxc-a

Sien A se verifica propiedad conmutativa respecto a «: asb =bea paratodo ac Ay be A, se dice
que A en un anillo conmutativo o un anillo abeliano.

Si en A existe elemento neutro, generalmente simbolizado 1. a<l=1.a para todo ae A, se dice
gue A esun anillo con unidad.

Notacion: (A; *;+)

Ejemplos:
1) (Z;+;-) esun anillo conmutativo con unidad.

2) (M, (R);+;-), donde M, (R) es el conjunto de matrices de orden n, es un anillo con unidad.

El elemento neutro, la unidad, es la matriz identidad de orden n (1,) . No es un anillo

conmutativo ya que el producto de matrices no es conmutativo.
3) (Q+-), (R;+), (C;+;-) son anillos conmutativos con unidad.
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4) (Rn[x];+; ) donde Rn[x] es el conjunto de polinomios de grado menor o igual a n vy el

polinomio nulo, es un anillo conmutativo con unidad.
Definicion de Cuerpo:

Un anillo conmutativo con unidad (A;*;+) se denomina cuerpo o campo si el conjunto A—{e}

(donde e es el elemento neutro de la operacion *), es un grupo respecto a la operacion -« .
Redefiniendo:

Un conjunto A en el que estan definidas dos operaciones, una aditiva (*) y una multiplicativa (),
se denomina cuerpo si se verifica:

i. (A=) esungrupo abeliano.
ii. (A—{e};+)esungrupo abeliano.
iii. Se cumple propiedad distributiva: as(b*c)=ash*asc (Como la operacion -« es
conmutativa, no es necesario aclarar ambas posibilidades de propiedad distributiva).

Ejemplos:
(Q+:-), (R;+;-), (C;+;-) son cuerpos pues:

i. (Q+), (R;+), (C;+) son grupos abelianos.
i. (Q-{0};-), (R-{0};-), (C—{0};) son grupos abelianos.
iii. Se cumple propiedad distributiva: a-(b+c)=a-b+a-c

Propiedades: (Demostraciones en el apéndice)

Sea (A, *;+) un cuerpo, entonces:

1) Si a=e (elemento neutro de la operacién *), la ecuacion a-x =b tiene nica solucion.

2) e-a=e (elemento neutro de la operacién *), cualquierasea ac A.

3) Si a-b=e(elemento neutro de la operacion =), entonces a=e obien b=e

Hay muchas mas cosas que decir sobre estas estructuras algebraicas, que no estan explicitas en este

apunte puesto que no son necesarias para los alcances de un curso de Algebra para las carreras de la
Facultad de Ciencias Econémicas.
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ESPACIOS VECTORIALES

Definicion de Espacio Vectorial:

Sea V un conjunto no vacio, en el que estan definidas dos operaciones:
@:VxV >V queverifica: V v,eV, V v,eV elelemento v, ®v,eV .
O:KxV >V queverifica: V Ae K, V veV, elelemento AGQveV.

Con las cuales se cumplen los siguientes axiomas:
1) Propiedad asociativa:

VOV, OV, =(v,®V,)®v,=v,®(v,®Y,), V eV, V v,eV,V vel

2) Propiedad conmutativa:
v,ev,=v,®v, V velV, V v,elV

3) Existencia de elemento neutro:
Existe un elemento en V, al que denominaremos vector nulo y se nota, en forma
genérica, 0, , que verifica 0, ®v=v®0, =v, V velV

4) Existencia de elemento simétrico:
Para cada ve V', existe un elemento en V al que llamaremos vector simétrico de v
ysenota V', que verifica vV =v'@v =0,

5) Propiedad asociativa mixta:
(AB)OV=20(B0OV), V velV,V AeK, V pek

6) Propiedad conmutativa mixta:
AOQV=VOA, V veV, VvV 1ekK

7) Existencia de elemento pseudoneutro:
Existe un elemento en K, al que denominaremos unidad, el nimero 1, que verifica
10v=vQ@l=v, V veV

8) Propiedad distributiva respecto a la operacion aditivaen V :
A0(,®V,)=A0V,®10V,, V eV, V v,eV,V dek

9) Propiedad distributiva respecto a la operacion aditiva en K :
(A+B)OV=A0VvOLOV, V vel,V AeK,V pekK

es un espacio vectorial.

A los elementos de un espacio vectorial se los denomina vectores. Es decir, un vector es un
elemento de un espacio vectorial.

La anterior es la definicion formal del espacio vectorial (V; ®; K; @) .

» 'V es un conjunto no vacio cuyos elementos son vectores.

» @ es la operacion aditiva definida entre vectores de V; en adelante, y para el resto del
trabajo en esta asignatura, @ =+, la operacion adicion usual entre vectores, la ley de
composicion internaen V (L.C.1.).

> K:(K;+;-) es un cuerpo numérico. En adelante, y para el resto del trabajo en esta
asignatura, K=R.

» O es la operacion multiplicativa definida entre escalares (nimeros en el cuerpo numérico
K) y vectores. ©=-, el producto por un escalar, la ley de composicion externa en V
(L.C.E.).
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Por lo tanto, de la manera en la cual la trabajaremos nosotros, se tiene la siguiente definicion de
espacio vectorial:

Definicién de Espacio Vectorial Real (V;+R;-)=V:

Sea V un conjunto no vacio, en el que estan definidas dos operaciones:
+:VxV >V queverifica: V v,eV, V v,eV, elelemento v, +v, eV .
< RxV —>V queverifica: V veV, V leR,elelemento A-vel .
Con las cuales se cumplen los siguientes axiomas:

1) Propiedad asociativa:
ViV, AV = (V4 )+ =V +(V,+Y,), Vo velV, Vo v,elV,V eV
2) Propiedad conmutativa:
Vi +Vv, =V, +v,, V velV, V v,eV
3) Existencia de elemento neutro:
Existe un elemento en V, al que denominaremos vector nulo y se nota, en forma
genérica, 0, , que verifica O, +v=v+0,=v, V velV
4) Existencia de elemento inverso aditivo:
Para cada ve V', existe un elemento en V al que llamaremos vector opuesto de v y
senota —v , que verifica v+(—v)=(-v)+v=0,
5) Propiedad asociativa mixta:
(ﬂ.ﬂ)-v=l-(ﬂ-v), vV veV,V 1eR,V pfeR
6) Propiedad conmutativa mixta:
Av=v-A, V veV,V AeR
7) Existencia de elemento pseudoneutro:
Existe un elemento en R, el nimero 1, que verifica 1-v=v-1=v, V veV
8) Propiedad distributiva respecto a la operacion aditivaen V :

A-(+V,) =2+ AV, V veV,V v,eV,V 1eR
9) Propiedad distributiva respecto a la operacion aditivaen R :
(A+B)v=A-v+p-v, V velV,V 1eR,V BeR

es un espacio vectorial real.

Ejemplos:
1)

2)

3)

' =R? es espacio vectorial, en el que estan definidas las operaciones:
LCL: +:R*xR* 5 R?, v, =(X,%), V, =(Yi. Yo) = Vi+V, =(X+Y. % +Y,)
LCE.: RxR* 5> R* v=(x,%), AeR = Av=(1x,4x,)

Se verifica la axiomatica de espacios vectoriales (es posible pensar estos vectores como
matrices fila de dos columnas)

' =R® es espacio vectorial, en el que estan definidas las operaciones:
L.C.L:

+IRXR® 5> R,V = (X, %, %), Vo = (Y Yoo Vo) = Vo +V, = (X 4+ Y1, % + Y5, Xg + Ys5)
LCE.: iRxR* >R’ v=(X,%,%), AeR = Av=(Ax, A%, AX;)

Se verifica la axiomatica de espacios vectoriales (es posible pensar estos vectores como
matrices fila de tres columnas)

" =R" es espacio vectorial, en el que estan definidas las operaciones:
L.C.L: +:R"xR" > R", V= (%0 %0 Xy ) V, = (Y1 Yau 0 Yn) =
ViV, = (X 4+ Y X+ Yo X + Yy )
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4)

5)

6)

LCE.: :RxR" >R", v=(X, %, %), AeR = AV=(AX, A%, -+, 4.X,)

Se verifica la axiomatica de espacios vectoriales (es posible pensar estos vectores como
matrices fila de n columnas)

V' =R™" es espacio vectorial, en el que estan definidas las operaciones:

LC.L: +:R™"xR™" 5 R™" AcR™", BeR™ = A+BeR™"

LCE. :RxR™" ->R™" AecR™, 1eR = A-AcR™"
Verifican la axiomatica de espacios vectoriales como se vio en la unidad anterior con las
propiedades de las operaciones de matrices.

V =R[x]={p:R—>R/ p es polinomio} es espacio vectorial, en el que estan definidas
las operaciones:

L.C.L: +:R[x]xR[x]—>R[x], la suma usual de polinomios.

L.CE.: -:RxR[x]— R[], el producto por un escalar de polinomios.

Se verifica la axiomatica de espacios vectoriales.

¥ =RE ={f :[a;b] >R/ f es unafuncién continua} es espacio vectorial, en el que
estan definidas las operaciones:

L.C.L: +:REPI R S REPT - f (%) 4 g(x)=(F +9)(x).

L.C.E.: -:RxR™ R, A-F(x)=(A-1)(x)

Se verifica la axiomatica de espacios vectoriales.

Nota: Se define la sustraccién como: v—w=v+(-w), V veV, V welV

Propiedades: (Demostraciones en el apéndice)

1) 0-.v=0, vV velV
2) A-0,=0, vV 1eR
3) A-v=0, ©4=0vv=0,

4) (-1)-v=-v vV veV

5 —(v+w)=-v-w vV veV, V weV
6) A-(v—w)=4-v—21-w Vv veV, V weV

Definicion de Subespacio:

Sea V un espacio vectorial y sea S un subconjunto de V, S se denomina subespacio de V si S
es un espacio vectorial en si mismo.

Si S es un subespacio de V, entonces, por ser S un espacio vectorial, verifica ley de composicion
interna en S, y ley de composicion externaen Sy, por ser S subconjunto de V, cumple todas las
propiedades de la axiomaética de espacios vectoriales (todos los elementos de S son elementos

de V).

Por lo tanto, es posible redefinir subespacio de manera que sea posible verificar directamente desde
la definicion, si es 0 no un subespacio:

123

Prof: Alejandra C. Zaia Apunte Tebrico 2



Algebra— U.C.E.S. Espacios Vectoriales

Un subconjunto S de un espacio vectorial V es un subespacio de V si verifica:
a) 0,eS
b) V 55€S A V s5,€S, §+s,€S
c) V leR A V seS, A-seS

Ejemplos:
1) S={veR’/2x -5x,=0}
Debemos analizar si se verifican las tres condiciones:
a) O, =(O;0) = 2-0-5-0=0-0=0
b) Seas, eS = s =(x;X%,) que verifica: 2x, —5x, =0
Seas,eS = s,=(Y,;Y,) que verifica: 2y, -5y, =0
Queremos versi s, +S, €S
i) S, t5S, :(X1+y1;xz+y2)
i) 2(x+Y,)-5(%+Y,)= —— Reemplazando las coordenadas de s, +s, en ecuacion de S
=2X, +2Yy, —5X, =5y, —— Por propiedad distributiva
=?X1 —5X, ;k\Zyl - 5yZJ — Reordenando los términos

0 + B:O [/

Pues s,€S Puess, €S

c) SeaseS = s=(x;X,) que verifica: 2x, —5x, =0
Sea 1eR
Queremos versi A-seS
i) A-s=(Ax;AX,)

i) 2(1,x1) _5(1_)(2) = ———» Reemplazando las coordenadas de A-s en ecuacion de S
=(24).x—(51).x, — Por propiedad asociativa
=2.(2%-5X%,) —> Sacando factor comdn A
%{_/
0 =4.0=0
Pues s€ S

Como cumple las tres condiciones, S es un subespacio de R” .

2) S={veR’/3x +2x, =4}
Debemos analizar si se verifican las tres condiciones:
a) 0, =(O;O) = 3.0+2-0=0+0=0#4

Como ya no cumple la primera de las tres condiciones, S no es un subespacio de R”.

Nota: Una ecuacién no homogénea no representa un subespacio

QD

Nota: Son subespacios de R?:
+ S={(0;0)} , lamado subespacio trivial.
+ Las rectas que pasan por el origen de coordenadas, son los subespacios propios.
+ S=R?, el otro subespacio propio.
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3) S={veR®/x +3x,—x, =0}
Debemos analizar si se verifican las tres condiciones:
a) 0,=(0;0,0) = 0+3.0-0=0
b) Seas €S = s, =(%;%;X%) que verifica: X, +3x, —x, =0
Seas,eS = s,=(V,;¥,;Y;) que verifica: y, +3y, -y, =0
Queremos versi s, +s, €S

i) $ t8§, :(X1+Y1;X2+y2;xs+y3)
i) ( Y )+3(X Y )—(X Y ) _ Reemplazando las coordenadas de s, +s,
XY 272 8§73 en la ecuacion de S
=% +Y,+3% +3Y, =X, —Y; = ———> Por propiedad distributiva
=X+ 31((2 —X Yt BXE —Y; ~ —— Reordenando los términos

0 + 0 =0 l/

Pues s, €S Pues s, €S

C) SeaseS = s=(X;X;X) que verifica: x, +3x,—x; =0

Sea 1eR
Queremos versi A-seS

) A-s=(AX;A%;A%)
ii) ()"xl) + 3(1_)(2 ) _(lxs) ———» Reemplazando las coordenadas de A-s en la ecuacion de S

=A% +(3.4).x, = AX;, —— Por propiedad asociativa

= ,1,()(1 +3X, — Xs) — Sacando factor comdn A
%—/
0 =40=0
Pues s€S

Como cumple las tres condiciones, S es un subespacio de R® .

Nota: Son subespacios de R®:
+ S={(0;0;0)} , llamado subespacio trivial.

+ Las rectas que pasan por el origen de coordenadas, son los subespacios propios.
+ Los planos que pasan por el origen de coordenadas, también son los subespacios

propios.
+ S=R?, el otro subespacio propio.

4) S={veR’/x’-x' =0}
Debemos analizar si se verifican las tres condiciones:
a) 0,=(0;0) = 0°~0>=0-0=0
b) Seas eS = s =(X;X,) que verifica: x”—x,” =0
Seas,eS = s,=(Y,;Y,) que verifica: y,>—y,” =0
Queremos versi s, +s, €S
) s+, =4 +YiX+Y,)

.. 2 2 Reemplazando las coordenadas de
) (% +9) =(%+¥,)" = - s, +5, enecuacion de S
—» Desarrollando los cuadrados de binomios
195 ——» Desarrollando los célculos
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=X+ 2%Y, + Y (%2 + 2%y, +Y,°)

= X12 +2X Y, + y12 - Xz2 —2%,Y, — y22
=X =X+ Y=Y, +2X Y, —2X,Y, —— Reordenando los términos
- ~ Al J

~

0 + 0 = 2X1y1_2X2y2 X

Pues s, €S pyes s, €S

Que la expresion 2xy,—2x,Yy, se anule o no, depende de los valores de las
coordenadas de los vectores, no se cumple paratodo s, €S y s, €S

Como ya no cumple la segunda de las tres condiciones, S no es un subespacio de
R?.

5) SZ{VERZ/X12+X22 :0}
Debemos analizar si se verifican las tres condiciones:
a) 0,=(0;0) = 0*°+0*=0+0=0
b) Seas €S = s =(%;X%) que verifica: x*+x,”=0
Seas,eS = s,=(Y,;Y,) que verifica: y,*+y,” =0
Queremos versi s, +s, €S
) s+s, =(x1+y1;x2+y2)

. 9 ) Reemplazando las coordenadas de
i) (x+¥) +(%+Y,) = s, +s, en ecuacion de S

=X +2x Y, +Y, +(X22 +2X,Y, + yzz) — Desarrollando los cuadrados de binomios

= X12 + Xzzi- Y12 + y221+ 2X,Y, +2X,y, ~———— Reordenando los términos
Y Y

0 + 0 = 2XY,+2X,Y, X
Pues s, €S pyess €S
Que una expresion del tipo 2x Yy, +2x,Y, se anule o no, depende de los valores de las
coordenadas de los vectores, pero este es un caso muy particular, ya que, de la Unica
formaen lacual x’+x,’ =0 essolosi x, =0y x, =0y por lo tanto, S={(0;0)},

que es uno de los subespacios triviales de R”.

En algunos casos, es necesario analizar previamente qué tipo de conjunto es para
decidir si es 0 no subespacio

6) S={veR’/2x >0}
Debemos analizar si se verifican las tres condiciones:
a) 0,=(0,0) = 2.0=0>0
b) Seas, eS = s =(x;X,) que verifica: 2x,>0
Seas,eS = s,=(Y,;Y,) que verifica: 2y, >0
Queremos ver si s, +S, €S
i) S5, :(X1+y1;xz+y2)
i) 2(x+Yy,) ——>Reemplazando las coordenadas de s, +s, en la condicion de S

Por prgiedad distributiva
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2x,+2y, 20—

S8 +50 V'

Pues Pues
s,;€S 5, €S
c) SeaseS = s=(x;X,) que verifica: 2x, >0
Sea 1eR
Queremos versi A-seS
i) A-s=(Ax;AX,)

i) 2(1-)(1) — Reemplazando las coordenadas de A-s en la condicion de S

(
(

24).X, ————> Por propiedad asociativa
A

.2).X1 — Por propiedad conmutativa en R
2

=A.(2.X,) ——— Por propiedad asociativa
>0
Pues s€S

Pero 1.(2x)>0 < 1>0. X

Si <0, A.(2.x,)<0 y no verificaria la condicién de S , entonces en este caso, S
no es subespacio de R?.

7) S={veR"/Av=0,, con AeR™}

Analizaremos si se verifican las tres condiciones:
a) 0, =0Rn = AORn :ORm

b) Seas, eS = s eR" que verifica: As =0,
Seas,eS = s,eR" que verifica: As, =0,,
Queremos versi s, +S, €S

i) s+s,eR"
i) A(s,+s,)= ——> Reemplazando las coordenadas de s, +s, en ecuacion de S
=As, +As, —— Por propiedad distributiva

0,+0, = 0, v

Pues Pues
s,€S 5, €S
c) SeaseS = seR" que verifica: As=0,,

Sea 1R
Queremos versi A-seS
i) A-seR"
i) A(A.S) = —— Reemplazando las coordenadas de A -s en ecuacion de S
= (A.ﬂ,) .S —— Por propiedad asociativa
= (Z.A) .S ——» Por propiedad conmutativa en el producto por un escalar de matrices
= ﬂ.(A.S) ——» Por propiedad asociativa
H_J
ORm = /I.ORm = 0Rm ‘/
Pues seS
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Como cumple las tres condiciones, S es un subespacio de R" .
Nota: Los sistemas de ecuaciones homogéneos son subespacios de R"
8) S={veV/v=k.v,+k,-v,, cony, av, €V fijos, k, Ak, e R}
Analizaremos si se verifican las tres condiciones:
a) Queremos versi O, €S

0, =0-v,+0-v,, tomando k, =0k, =0 ‘/
b) Sea s €S = s =k v, +k,-v,
Seas,eS = s,=k-v,+k;-V,
Queremos versi s, +s, €S
S+, =(Ky vy +K, v, )+ (K v, +k;-v,)
=k -V, +(k,-v, +k -V, )+k;-v, ————> Propiedad asociativa
=k -v, + (k{ vV +K, -V, ) +K,-V, ——» Propiedad conmutativa
= (k. -V, +k; v, )+ (k, -V, + K} -V, ) ———> Propiedad asociativa
= (kl + k{) "Vt (k2 +k; ) "V, — > Propiedad distributiva de sumaen R
=k"v,+k;-v, = S +S,€S
c) SeaseS = s=k v, +Kk,-V,
Sea 1eR
Queremos versi A-seS
A-s=2-(k v, +k,-v,)
=A-(k-v,)+A-(k,-Vv,) ———> Propiedad distributiva
= (Z.kl) -V +(/1.k2)'V2 — » Propiedad asociativa mixta
=k, -v,+k,-v, = A-seS
Como cumple las tres condiciones, S es un subespacio de V.

Propiedades: (Demostraciones en el apéndice)
1) Si Sy T sonsubespaciosde V.= SnNT essubespaciode V

2) Si Sy T sonsubespaciosde V.= “SuUT essubespaciode V <
ScT v TcS”

Combinacion Lineal:

Sea V un espacio vectorial, sea {v,,V,,---,V,} un conjunto de vectores de V. El vector veV se
dice que es combinacion lineal de v,,v,,---,v, si existen escalares 4, 4,,---,4, € R que permitan
expresarlo de laforma v=A4 -v,+ 4, -V, +---+ 4 -V,.

Observaciones: (Demostraciones en el apéndice)
Sea V un espacio vectorial, sea {v,,V,,---,V, } un conjunto de vectores de V, entonces:

1) 0, escombinacién lineal de {v,,v,,---,v, }.
2) Si vy w soncombinacion lineal de {v,,v,,---,v,}, entonces v+w también lo es.
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3) Si v es combinacién lineal de {v;,v,,---,v,} y A€R, entonces A-v también lo
es.
Por lo tanto, el conjunto de todos los vectores que son combinacién lineal de {v,,v,,---,v,} forman
un subespacio. Este subespacio se dice que estd generado por los vectores del conjunto
{V,V,,,V, |, es el subespacio:
S={veV/IV=A4 -V, + 4, -V, +---+ 4 -V, CONV,,V,, -,V € Vfijos, 4, 4,,---, 4 R}
Y se nota en una forma un poco mas amigable como:
S=gen{v,,v,,---,v,} o0 también
S=(V,,V, V)

Los subespacios pueden estar expresados de dos maneras:
= Por las condiciones que cumplen las coordenadas de sus elementos: sistemas de ecuaciones.
= Por la forma en que se expresa como combinacion lineal: por generadores.
Cualquiera de las dos maneras en que se exprese a un subespacio sirve para reconocerlo. A veces se
necesita por generadores, otras veces por ecuaciones, depende de qué tipo de ejercicio se quiere
resolver.

En particular, si para todo veV, v es combinacion lineal de los elementos del conjunto
{V,V,,-,V, }, decimos que v,,V,,---,V, generan V, o bien que {v,,v,,---,v,} es un conjunto de

generadores de V: V=gen{v,,v,,---,V}

Ejemplos:
Analizar en cada caso si el vector dado v eV es combinacion lineal de los otros vectores:

1) Sea V=R? v, =(6;5) y v, =(7;6) ysea v=(-2;4)

Veamos si v se puede escribir como combinacion lineal de v, y v,, es decir, si existen
A Y A, que verifiquen:
(-24)=4-(6:5)+4,(7:6)
(-2:4)=(64;54)+(74,;64)

(-24)= (6&+7ﬂz 54,+64,)

64 +74, = 6 7i- 6
{ e ka e

34

6

ol ~l
oslﬁ ll\)
N—
7\

o O
ol O

; —240]
! =
=-240 4, =40 _ _ N
= 4o34 entonces existen los escalares que permiten escribir la
comblnacmn lineal.
(-2;4)=-40-(6;5)+34-(7,6)

En este caso, si consideramos al subespacio que v, y v, generan, el vector v pertenece a

dicho subespacio, pues es uno de los infinitos vectores que se puede escribir como
combinacion lineal de ellos.

S=gen{(6;5);(7;6)} y veS
2) Sea V=R? v,=(L2), v,=(2-1) y v, =(-2,4) ysea v=(5-3)
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3)

4)

Veamos si v se puede escribir como combinacion lineal de v,, v, y v,, es decir, si
existen 4, 4, y A, que verifiquen:

(5:-3)=4-(52)+ 4 (2-1)+ 4 -(-24)

(5- ) (4i24)+(22i =2, ) +(-245;44;)

(5:-8) = (4 +24, = 24,24 — 4, +4%)

{/11+2]2 24, =5 - (1 2 —25 5} N (1 2 —2; 5} N
20, — Ay + 42, = 2 -1 4:-3 0 -5 8:i-13
7 3
3, 7 11:___12
[ 0 j e L 4

= , entonces existen los
13 5

51, +84, =—13 fo==T 4oy

escalares que permiten escribir la combinacion lineal, en este caso, son infinitos.

6-9)=( 120 @D r @020 ) (-2a)

—58

Si consideramos al subespacio que v,, v, Y v, generan, el vector v pertenece a dicho

subespacio, pues es uno de los infinitos vectores que se puede escribir como
combinacion lineal de ellos.

S=gen{(L2);(2-1);(-24)} y veS

Sea V=R’ v, =(L-2) yV,=(-24) ysea v=(5-10)

Veamos si v se puede escribir como combinacion lineal de v, y v,, es decir, si existen
Ay A, que verifiquen:

(5:-10)= A4 (L-2)+ 4, -(-24)

(5:-10) = (4; =24 ) +(-24; 422)

(5;—10) = (A4, —24,;—24, +44,)
24, =5 1 -2{ 5 1 -2
A =24 N | Ol = (4245 =
24 +44, = -2 4:-1 0 0:0
{4 =5+24, , entonces existen los escalares que permiten escribir la combinacién lineal,
en este caso, también son infinitos.

(5;-10)=(5+24,)-(L-2)+ 4, -(-24)

Si consideramos al subespacio que v, y v, generan, el vector v pertenece a dicho

subespacio, pues es uno de los infinitos vectores que se puede escribir como
combinacion lineal de ellos.

S=gen{(L-2);(-24)} y veS

Sea V=R?, v, =(3-2) yV,=(-64) ysea v=(6;-2)
Veamos si v se puede escribir como combinacion lineal de v, y v,, es decir, si existen
A Y A, que verifiquen:

(6-2)= 4-(3-2)+ 2a-(-6:4)
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(6:-2) =(34;-24 ) +(-64,:44,)
(6:-2)=(34 —64,;-24 +44,)
34, -64,=6 3 6 6 3 6.6
4 =04, = ! E El sistema es incompatible,
24 +41,=-2 -2 4:-2 0 02
entonces no existen escalares que permitan escribir la combinacion lineal. En este caso,
Vv no es combinacion lineal de v, y v,.

Si consideramos al subespacio que v, y v, generan, el vector v no pertenece a dicho
subespacio, por no ser combinacidn lineal de ellos.
S=gen{(3-2);(-6:4)} y veS

5) Sea V=R® v,=(321), v, =(12,0) y v, =(20,0) ysea v=(3;4;-1)
Veamos si v se puede escribir como combinacion lineal de v,, v, y v,, es decir, si
existen 4, 4, y A, que verifiquen:
(34,-1)=4-(L21)+4,-(1,2,0)+4,-(2;,0;0)
(34-1) = (42454 ) +(4324,;0) +(24;0,0)
(345-1) = (A+ 4o + 202+ 201 4)

A+A+24,=3 11 23 0 1 2¢ 4 0 0 2 1
24+2%, =4 = |2 2 0i 4 = |0 2 0: 6] = |0 2 0: 6
A =1 1 0 0i-1 1 0 0i-1 1 0 0i-1
1
24, =1 52
= 424,=6 = {4,=3 , entonces existen los escalares que permiten escribir la

A =-1 A=-1

combinacion lineal.

(3:4,-1) =—1-(1;2;1)+3-(1;2;0)+%.(2;0;0)

Si consideramos al subespacio que v,, v, Y v, generan, el vector v pertenece a dicho
subespacio, pues se puede escribir como combinacidn lineal de ellos.
S=gen{(421);(120);(20,0)} y veS

6) Sea V=R® v,=(-12,-1) y v, =(211) ysea v=(6;10;1)
Veamos si v se puede escribir como combinacion lineal de v, y v,, es decir, si existen
Ay 4, que verifiquen:
(6;10;1) =4 - (-1 2,-1)+ 4,-(2,1,1)
(6:10:1) = (~4; 24 ~4) + (241 23 4 )
(6:10;1) = (—A4 +24,;24 + A=Ay + 4,
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-4 +21,=6 -1 216 1 0i4 1 0! 4
24+2,=10 = |2 1:10 = | 3 0:9| = |0 0:-3|, elsistemaes
A +A, =1 -1 1:1 -1 1.1 0 1:5
incompatible, entonces no existen escalares que permitan escribir esta combinacion
lineal.

Si consideramos al subespacio que v, y v, generan, el vector v no pertenece a dicho
subespacio, pues no se puede escribir como combinacion lineal de ellos.
S=gen{(-12-1);(2L1)} y veS

7) Sea V=R® v, =(13-1), v, =(-122) y v, =(21-3) ysea v=(55-7)
Veamos si v se puede escribir como combinacion lineal de v,, v, y v,, es decir, si
existen A, 4, y A, que verifiquen:

(5:5-7)=4-(3-1)+4,-(-1,2,2)+ 4,-(2,1,-3)
(5:5=7) = (434 A ) (41 24,24, ) +(24, 4, -3,
(5:5,—7) = (4 — Ay + 22534 + 24, + Ay =y + 27, — 34, )

Jy-dy+22, =5 1 -1 2 1-1 %7 ¢

W +24,+4=5 = |3 2 | = |0 5- 5 -

muz 313 2o oot
{’11“13:3 — {/1123_]3 , entonces existen los escalares
fp === =2tk

que permlten escribir la combinacion lineal.

(5:5-7) = (3-4)- (53 -1)+(-2+ 4)-(-122)+ 4 (25 -3)

Si consideramos al subespacio que v,, v, Y v, generan, el vector v pertenece a dicho
subespacio, pues se puede escribir como combinacidn lineal de ellos.
S=gen{(L3-1);(-122);(2L-3)} y veS

8) Sea V=R® v, =(13-1), v,=(-122)y v, =(21-3) ysea V' =(3,-2;5)
Veamos si V' se puede escribir como combinacion lineal de v,, v, y v,, es decir, si
existen 4, 4, y A, que verifiquen:

(3,-25)=4-(3-1)+4(-12,2)+ 4-(21-3)
(3:-25) = (434 =4 ) +(—4: 24,24, ) + (2455 45, -34; )
(3,-2,5)=(A4 — A, +24,;34 + 24, + Ay; =4 + 22, —34,)
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A—A+24,=3 1 -1 2 1 -1 2 !
A2+ A =2 = 3 2 1- = |0 5- 5- =
-4 +22,-34,=5 -1 2-3 0 1- 41 %
10 1! 13
0 0 O —51|, el sistema es incompatible, entonces no existen escalares que
01 -1; 8

permitan escribir al vector v’ como combinacion lineal de v,, v, y v,.

Si consideramos al subespacio que v,, v, Yy v, generan, el vector v' no pertenece a dicho
subespacio, pues no se puede escribir como combinacion lineal de ellos.
S=gen{(L3-1);(-522);(25-3)} y VveS

9) Sea V=R® v,=(-2,42), v,=(-122)y v,=(L-2-1) ysea v=(1-2;1)
Veamos si v se puede escribir como combinacion lineal de v, v, y v,, es decir, si
existen 4, 4, y 4, que verifiquen:

(L-21) =4 (-242)+ 4 (-1 2,2)+ 4, -(L-2;-1)
(L-2 1)=(—221:421:%%(—%;2@:%%(%—%:—%)
l, 21 221—27+/13;4/11+212—2/13;221+2/12—ﬂ3)

24 -4+, =1 -2 -1 1 -2 -1 1

A +22, -2, = = 4 2- 2 = 0 0 © =
2, +22, -2, =1 2 2-1 0 1 ©
201,38 20, +4,=3 Ay =342,

0 0 O: O = = , entonces existen los escalares

que permlten escribir la combinacion lineal.
(L-21)=4-(-24,2)+2-(-12;2)+(3+24)-(—-2-1)

Si consideramos al subespacio que v,, v, Y v, generan, el vector v pertenece a dicho
subespacio, pues se puede escribir como combinacidn lineal de ellos.
S=gen{(-24;2);(-122);(L-2-1)} y veS

10)Sea V=R?, v, =(,-2,-1) y v, =(-2;4;2) ysea v=(-3;6;3)
Veamos si v se puede escribir como combinacion lineal de v, y v,, es decir, si existen
A Y A, que verifiquen:

(-36:3)= 4 (L-2-1)+4,-(-24:2)
(-3:6:3) = (A —24; 4 ) +(~24,344,2, )
(-3:6:3) = (4 —24;—24 ++44—4, +24,)

A—22,=-3 1 -21-3 1 -21-3
20, +42,=6 = |-2 4 6| = |0 0 0| = {/11—2/12:—
A +24,=3 -1 23 0 0;0
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{4, =-3+24, entonces existen los escalares que permiten escribir la combinacion

lineal:
(-3,6;3)=(-3+24,)-(L-2-1)+1,-(-2:4,2)

Si consideramos al subespacio que v, y v, generan, el vector v pertenece a dicho
subespacio, pues se puede escribir como combinacidn lineal de ellos.
S=gen{(L-2-1);(-242)} y veS

Propiedad: (Demostracion en el apéndice)

Sea S un subespacio de un espacio vectorial V, y sean v,,v,,---,V, vectores de S, entonces
gen{v,,v,,---,V, } =S. Se verifica que gen{v,v,,---,v,} es el menor subespacio de V que
contiene a los vectores v;,Vv,,---,V, .

Independencia lineal:

Sea V un espacio vectorial y sea {v,,V,,---,V,} un conjunto de vectores de V. Los vectores del

conjunto {v,,v,,---,v, } se dicen linealmente independientes si, al escribir al vector nulo, 0, , como
combinacion lineal de ellos, los escalares son Gnicamente nulos.

v, V,, -+, VY, se dicen linealmente independientes si y solo si, “si 0, =4, -V, + A4, -V, +---+ 4, -V, =

4 =0,2,=0,-4 =0

Dependencia lineal:

Sea V un espacio vectorial y sea {v,,V,,---,v,} un conjunto de vectores de V. Los vectores del

conjunto {v,,v,,---,v, } se dicen linealmente dependientes si, al escribir al vector nulo, 0, , como
combinacion lineal de ellos, no todos los escalares son nulos.

V,,V,,--+,V, se dicen linealmente dependientes si y solo si, “si 0, =4, -V, + 4, -V, +---+ 4 -V, =
3 A4 =0 paraalgin 1<i<k”
En este caso, alguno de los vectores del conjunto es combinacion lineal de los demas.

Ejemplos:
Con los vectores asociados a los ejemplos de combinacion lineal, decidir en cada caso si los

vectores son linealmente dependientes o independientes. En el caso de ser linealmente
dependientes, escribir a los vectores dependientes como combinacion lineal de los demas:

1) En V=R? v,=(6;5) y v, =(7:6)
Veamos como se puede escribir 0, como combinacion lineal de v, y v, :
(0:0)=4-(6:5)+%-(7:6)
(0:0)=(64:54)+(74:64)
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(0;0)=(64,+74,;54, +64,)

64, +74,=0 6 7.0 6 7.0 6 00 64, =0
54,+64,=0 (5 650] (o %io] - (0 %io] %42:0

, entonces v, =(6;5) y v, =(7;6) son linealmente independientes.

= gen{(6; 5);(7;6)} y los vectores son L.I.

2) En V=R? v, =(32), v, =(2,-1) y v, =(-2,4)
Veamos como se puede escribir 0, como combinacion lineal de v,, v, y v,:
(0:0)=4-(L2)+ 4 (2-1)+ 4 -(-24)
(0:0) = (424 )+ (245 =4 )+ (2444
(0,0) = (4 +24,—245;24, = 4, +44)
A +24,-22,=0 (1 2 —2@0} N [1 2 —zgoJ N (1 3 0:0]

- H H H
24— A, +44,=0 2 -1 4:0 0 5 8i0 0 580
3
Zl + §ﬂ'2 =0 jl = _ZAZ ) )
4 = . Los vectores son linealmente dependientes, entonces
-54,+84,=0 23=§/12
la forma de escribir 0,,como combinacion lineal es:

(0;0)=(—§/12j-(1;2)+% '(2:—1)+§%'(—2i4)

Vamos a despejar un vector, es decir, vamos a escribir uno de los vectores como
combinacidon lineal de los otros. En este caso, se puede despejar cualquiera, pero en
general, para garantizar que no haya errores ni confusion en la eleccion, vamos a
despejar el vector asociado a la incégnita independiente de la resolucion del sistema de
ecuaciones.

5

%2? (% 2)—5/12 -(=2;4)=12,-(2;-1) dividiendo por 4, # 0 ambos miembros
3 5
—(32)-=(-24)=-(2,-1
2 (12)-2 (24)=(2)
En este caso, el vector v, =(2;—1) es combinacion lineal de los vectores v, =(12) y
v;=(-2:4).
S=gen{(42);(2-1);(-24)} y los vectores son L.D., entonces es equivalente a decir

que
S= gen{(L‘ 2);(-2; 4)} pues (2;—1) ya esta incluido en el conjunto de todos los vectores

que son combinacion lineal de los generadores de S.

3) En V=R? v, =(L-2) yv,=(-2,4)
Veamos como se puede escribir 0, como combinacion lineal de v, y v, :
(0:0)=4-(L-2)+ 4 -(-24)
(0:0) = (4i-24)+(-24,;4%)
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(0;0)=(4 —24,;-24,+44,)

h-22,=0 1 210 1 210 o )
{—2ﬂl+4/12=0 - [—2 4 50] - (0 0 ioj = 1h-26=0 = {4=2%

Los vectores son linealmente dependientes, entonces la forma de escribir 0, como
combinacion lineal es:

(0:0)=24-(L-2)+ 4 -(-24)
Despejando v, ya que A, es la incognita independiente del sistema:
—22,+(,-2)=4,-(-2;4) y dividiendo por 4, =0 ambos miembros
2:(1-2) = (24
En este caso, el vector v, =(—2;4) es combinacion lineal sélo del vector v, =(1;,-2), es
decir v, es multiplo de v, .
S= gen{(l; -2);(-2; 4)} y los vectores son L.D., entonces es equivalente a decir que

S= gen{(l; —2)} pues (—2;4) ya esté incluido en el conjunto de todos los vectores que
son combinacion lineal del generador de S.

4) En V=R? v,=(3,-2) y v, =(-6;4)
Veamos como se puede escribir 0,, como combinacion lineal de v, y v, :
(0:0)=4-(3-2)+ 4 -(-6:4)
( 0 )=(3A'—221)+(—6/12:4%)
)=(34—64;-24 +44,)

{3 -64,=0 _ [3 —6 3 [3 —6 3 . 3h6n-0 =
24, +42,=0 2 4 0 o0
{

A, =22, Los vectores son linealmente dependientes, entonces la forma de escribir
0,,como combinacion lineal es:
(0:0)=24,-(3-2)+ 4 -(-6:4)
Despejando v, ya que A, es la incognita independiente del sistema:
—22,+(3,-2)=4,-(—6;4) y dividiendo por 1, =0 ambos miembros
—2:(3-2)=(-6:4)
En este caso, el vector v, =(—6;4) es combinacién lineal sélo del vector v, =(3;,-2), e
decir v, es multiplo de v, .
S= gen{(3; -2);(-6; 4)} y los vectores son L.D., entonces es equivalente a decir que

S= gen{(3; —2)} pues (—6;4) ya esta incluido en el conjunto de todos los vectores que
son combinacion lineal del generador de S.

5) En V=R® v, =(121), v,=(32;0) y v, =(2,0;0)
Veamos como se puede escribir 0, como combinacion lineal de v;, v, y v,:
(0;0,0)=4-(L21)+4,-(1,2,0)+4,-(2;0;0)
(0:0:0)=(A4; 241 4) +(4:24,:0) +(24;:0:0)
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(0:0;0) = (A + 4, +24;24 +24; 1)
At 2y +22,=0 11 2i0 0 1 2i0 0 0 2i0
24,+22, =0 = |2 2 0:0 = |0 2 0i0] = |0 2 0:0 =
A 0 1000 1000 1000
2/,=0 1,=0
2,=0 = A,=0, entonces v,=(L21), v,=(L20) y v,=(20,0) son
2 =0 2 =0
linealmente independientes.
S=gen{(1;2:1);(1,2;0);(2;0;0)} y los vectores son L.I.
6) En V=R®, v, =(-12,-1) y v, =(211)
Veamos como se puede escribir 0, como combinacion lineal de v, y v,:
(0;0,0)= 4 -(-%2,-1)+ 4,-(21,1)
(0:0;0) =(—43 24 =) +(245: 23 25
(0;0,0) = (=4 + 24,22+ Ay; =4 + 4y)
A, +24,=0 12 1 0 1 0] h -0
2,+2,=0 = 21§O:> 30§O:> OO§0:>{/1:O
A+, =0 -1 1; 0 -1 1{ 0 0 1i0 ?
entonces v, =(—12,-1) y v, =(2;1;1) son linealmente independientes.
S=gen{(-12-1);(2L1)} y los vectores son L.I.
7) En V=R® v, =(13-1), v,=(-122) y v, =(2,1-3)
Veamos como se puede escribir 0, como combinacion lineal de v;, v, y v,:
(0;0,0)=4-(L3-1)+4,-(-12,2)+ 4, -(21,-3)
(0:0; 0)—(% B4 =4 )+ (=41 24124, )+ (243 4 =34;)
000 — A+ 245,34 + 24, + A A + 24, — 323)
21/12+2230 1 -1 R 1 -1 2
3 +24,+4=0 = 3 2 1 = 0 5- 15 =
{ﬂl+22.2 3/13 0 1 2- i3 0 1- i1
{0 0 0: 0 = {ﬂﬁ%zo = {11:_13 Los vectores son linealmente
110 A =4 =0 A =4

dependientes, entonces la forma de escribir 0,, como combinacion lineal es
(0;0;0)=—4,- (5,3, -1)+ 4, - (-1, 2,2)+ 4, - (2,1, -3)
Despejando v, ya que A, es la incognita independiente del sistema:
2,-(53-1) -4, - (-1 2;,2) = 2,-(2;1;,-3) y dividiendo por 4, =0
(3-1)-(-%22)=(21-3)
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8)

9)

En este caso, el vector v, =(2;1;,—3) es combinacion lineal de los vectores v, =(1;3;—1)
yv,=(-122)

S=gen{(43-1);(-122);(2%-3)} y los vectores son L.D., entonces es equivalente a
decir que

S= gen{(l; 3-1);(-L 2;2)} pues (2;1;-3) ya esta incluido en el conjunto de todos los
vectores que son combinacion lineal de los generadores de S.

En este caso, los vectores son los mismos del ejercicio 7)

(235-3)=(13-1)-(-122)

El vector v,=(2;1,-3) es combinacién lineal de los vectores v, =(13;-1) y
v, =(-122)

S= gen{(l; 3-1);(-12 2);(2;];—3)} y los vectores son L.D., entonces es equivalente a

decir que
S= gen{(l; 3-1);(-L 2;2)} pues (2;1;-3) ya esta incluido en el conjunto de todos los
vectores que son combinacion lineal de los generadores de S.

En V=R®% v, =(-24;2), v,=(-32;2) y v, =(,—2-1)
Veamos como se puede escribir 0, como combinacion lineal de v, v, y v,:
(0;0;,0) =4, -(=24;2)+ 4, - (-1, 2,2)+ 4, - (L, —2;-1)
(0:0 0)=(—221:4A:24)+(—%;2@:2@%(%—%:—%)
(0;0,0) = (24 — A, + A} 44 + 24, — 22,324 + 24, — 1)

24~ A+ A, =0 -2 -1 i1 -2 -1 i1
{421+2ﬂ.2 2,=0 = 4 2- 2 = 0 0 0 =
24, +22,—-2,=0 2 2- 11 0 1 0

[2 N k=0 [h=24

0 0 O: O = = . Los vectores son linealmente
o0l = {0 - 5

dependientes, entonces la forma de escribir 0,, como combinacion lineal es:
(0;0;,0)= 4 -(-2;4;2)+0-(-12;2)+ 24, - (1, -2;-1)
Despejando v, ya que 4, es la incognita independiente del sistema:
A -(—2,4,2)=—0-(-1%2;2)—24,-(1,—2;—1) y dividiendo por 4, #0
(-2;4;2)=-0-(-12;2)-2-(1,—-2;-1) o bien
(-2;4,2)=-2-(-2,-1)
En este caso, el vector v,=(—24;2) es combinacién lineal s6lo del vector
v, =(L-2;-1), es decir v, es mdltiplo de v, .
S= gen{(—Z; 4;2);(-12;2);(L-2; —1)} y los vectores son L.D., entonces es equivalente

a decir que
S= gen{(—]; 2;2);(%; —2;—1)} pues (—2;4;2) ya esta incluido en el conjunto de todos los
vectores que son combinacion lineal de los generadores de S.
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10)En V=R?, v, =(-2-1) y v, =(-2,4;2)
Veamos como se puede escribir 0,, como combinacion lineal de v, y v, :
(0;0,0) =4 -(L-2,-1)+ 4,-(-2:4,2)
(0;0;0) =(A4; —24; -4 ) +(—24,;44,;24,)
(0:0,0) = (4 =243 =24 ++45; =4 +27;)

A —22,=0 1 210 1 210
24 +44,=0 = |2 40| = [0 0:0|= {4-24=0 = {4=24,
~,+22,=0 -1 20 0 0;0

Los vectores son linealmente dependientes, entonces la forma de escribir 0, como
combinacion lineal es:
(0;0;,0) =24, -(L,-2;-1)+ 4, (-2;4;2)
Despejando v, ya que A, es la incognita independiente del sistema:
—22,+(3-2;-1)= 4,-(-2;4;2) y dividiendo por 4, #0
-2-(5,-2,-1)=(-2,4,2)
En este caso, el vector v,=(-2;4;2) es combinacién lineal s6lo del vector
v, =(1;,-2;-1), es decir v, es mdltiplo de v,.
S= gen{(l; —2;—1);(—2; 4;2)} y los vectores son L.D., entonces es equivalente a decir
que
S= gen{(l; —2;—1)} pues (—2;4;2) ya esta incluido en el conjunto de todos los vectores
que son combinacion lineal del generador de S.

Propiedades de la independencia lineal: (Demostraciones en el apéndice)

1) Si el vector nulo, 0, , pertenece a un conjunto de vectores, entonces el conjunto es
L.D.
2) {v},con v=0, esunconjunto L.I.

3) {v;V,},con v, =0, y v, =0, esun conjunto L.I. o bien son mdltiplos, es decir, es
un conjunto L.D.

4) Si {v;;v,;--v,} es un conjunto L.I. y weggen{v;v,;---;V,} entonces
{V4;V,;-;V,; W} es un conjunto L.,

5) Si  {v;V,;--;v,} es un conjunto L.I. y wegen{v;v,;---;v,} entonces
{V4;V,;-;V, ;W) es un conjunto L.D.; es decir:
Si w es combinacion lineal de los vectores del conjunto {v;;v,;---;v, }, entonces

9N {V,; ViV, b = gen{V;;V,; -5V, ; W}
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Proposicion: (Demostracion en el apendice)

Sea V un espacio vectorial y sean v,, Vv, Y v, vectores de V. Son equivalentes:

a) {Vi;V,;v;} esun conjunto L.I.
b) {v;;kv,;v;}con keR, k=0 esun conjunto L.I.
) {v,+kv,;v,;vs}con keR esun conjunto L.1.

Estas propiedades son utiles para decidir si un conjunto de vectores es o no L.I. de una forma mas
rapida sin tener que plantear todo el tiempo la definicion:

Con los ejemplos anteriores:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

En V=R? v, =(6,5) y v, =(7;6)
Los dos vectores v, y v, asimple vista, no son multiplos, entonces son L.1I.

En V=R? v,=(32), v,=(2-1) y v, =(-24)
Aca tenemos tres vectores; ninguno de ellos es multiplo de otro, pero como son tres, y
no dos, es necesario plantear la definicion para analizar si son L.I. o L.D.

En V=R? v, =(3-2) yv,=(-24)
Los dos vectores v, y v, asimple vista, son multiplos, v, =-2v, entonces son L.D.

En V=R? v,=(3-2) yv,=(-6,4)
Los dos vectores v, y v, asimple vista, son multiplos, v, =-2v, entonces son L.D.

En V=R® v,=(321), v,=(520) y v;=(20;0)
Acd tenemos tres vectores; ninguno de ellos es multiplo de otro, pero como son tres, y

no dos, es necesario plantear la definicién para analizar si son L.l. o L.D, como hicimos
anteriormente.

En V=R’ v, =(-L2-1) y v, =(211)
Los dos vectores v, y v, asimple vista, no son multiplos, entonces son L.1I.

En V=R’ v,=(L3-1), v,=(-1522) y v, =(21-3)
Otra vez, tenemos tres vectores; ninguno de ellos es multiplo de otro, pero como son

tres, y no dos, es necesario plantear la definicion para analizar si son L.l. o L.D, como
hicimos anteriormente.

En V=R, v, =(-24;2), v, =(-12;2) y v, =(,—2-1)
Otra vez, tenemos tres vectores, pero se puede ver que v, =-2v, , entonces podemos
afirmar que el conjunto de los tres vectores es L.D.

En V=R% v,=(L-2-1) y v, =(-24,2)
Los dos vectores v, y v, asimple vista, son multiplos, v, =-2v, entonces son L.D.
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Reconocer si un conjunto de vectores {v;,v,,---,v,} de V esL.l. o L.D. es importante pues nos dice

de qué manera se puede escribir un vector v que es combinacion lineal de ellos:
- Si {v,V,,---,V,} es un conjunto L.I. y v es combinacién lineal de ellos, existen (nicos

escalares que permiten escribir a v .como combinacion lineal.
veV es combinacion lineal de v,,v,,---,v, entonces existen unicos 4, 4,,---,4, € R que

permitan expresarlo de laforma v=A4-v, + A4, -V, +---+ 4, -V, .

- Si {v,,V,,---,V, } es un conjunto L.D. y v es combinacion lineal de ellos, existen infinitos

escalares para escribir a v.como combinacién lineal.
veV es combinacion lineal de v,,v,,---,v, entonces existen infinitos A, 4,,---,4, € R que

permitan expresarlo de laforma v=A4-v, + A4, -V, +---+ 4, -V, .

De los ejemplos anteriores:

1) Sea V=R? v,=(321), v,=(L20) y v, =(20;0) ysea v=(3;4;-1)
Vimos anteriormente que v,, v, y v, son L.l., y que v es combinacion lineal de ellos,
entonces existen unicos 4, 4, y 4, que verifiquen:
(3:4,-1)=4-(L21)+4,-(12,0)+4,-(20;0) y cuando los hallamos obtuvimos:

(3:4,-1)= —1-(1;2;1)+3-(1;2;0)+%-(2;0;0)

2) Sea V=R’ v, =(L3-1), v,=(-122) y v, =(21-3) ysea v=(55-7)
Vimos anteriormente que v,, v, ¥ v, son L.D., y que v es combinacion lineal de ellos,
entonces existen infinitos 4, 4, y A, que verifiquen:
(5:5,-7)=4-(1,3,-1)+ 4, (-1 2,2)+ 4-(2,1,-3) y cuando los hallamos obtuvimos:
(5:5-7)=(3-4)-(L3-1)+(-2+4)-(-L22)+ 4-(2L-3)

También vale la reciproca:
- Si un vector veV es combinacion lineal de v,,v,,---,v,, de manera que existen unicos

A, A, A €R o que permitan expresarlo de la forma v=A4-v,+A4,-V,++ A4 -V,
entonces el conjunto {v;,V,,---,v, } esun conjunto L.I.

En este caso, es porque si existen Unicos escalares, el sistema es un S.C.D., y por lo tanto, el
sistema homogéneo asociado (definicion de independencia lineal) tiene por Unica solucién a
escalares nulos.

- Siun vector veV es combinacion lineal de v,,v,,---,v,, de manera que existen infinitos
A Ay A €Roque permitan expresarlo de la forma v=A4-v,+A4,-v,+---+ 4, -V,
entonces el conjunto {v;,v,,---, v, } s un conjunto L.D.

En este caso, es porque si existen infinitos escalares, el sistema es un S.C.1., y por lo tanto,
el sistema homogéneo asociado (definicion de dependencia lineal) tiene infinitas soluciones.
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Conjunto de generadores:

Sea V un espacio vectorial y sea {v;,v,,---,V,} un conjunto de vectores de V. Se dice que dicho

conjunto es un conjunto de generadores de V si, para todo veV, existen A,4,,---,A4, € R que
permiten escribir a v .como combinacion lineal de ellos:
ViV, v, b genera Vo < VveV, 34,4, A4 eRIV=A -V +4,-V,++ 4 -V,

En caso de que no existan 4,4,,---,4, €R para todo veV, como todo conjunto de vectores

genera “algo”, como vimos antes, entonces, generan un subespacio de V. Es este caso, se pueden
obtener las ecuaciones de dicho subespacio.

Retomando los ejemplos anteriores:
1) En V=R? v,=(6;5) y v, =(7:6)
Escribamos v =(x,; X, ) € R* como combinacion lineal de v, y v,
(%:%)=4-(6:5)+4(7:6)
(X;%,)=(64 +71,;54 +64,)
6 = : ; E -
AtTl=x _ (6 7ix) _ (67, X _, (6 0}36x-42x,
SA4 +64, =X, 5 61X 0 %ixz_%)ﬁ 0 % XZ_%Xi
Este sistema es un S.C.D. para todo valor de x, y x,, por lo tanto, todo
v=(x;X,) € R? se puede escribir como combinacion lineal de v, y v,, es decir, {v,,v,}

es un conjunto de generadores de R? y ademas, la combinacion lineal es Gnica, por lo
tanto v, y v, son L. I., conclusion a la que ya habiamos llegado.

2) En V=R? v, =(32), v, =(2-1) y v, =(-2,4)

Escribamos v =(x,;x,) € R* como combinacion lineal de v, v, y v,:

(%) =4-(L2)+ 4 -(2-1)+ 4 -(-24)

(%3%) = (4 +24,—245;24, — 4, +4%)

+24,-24, = 1 2 -2 1 2 -2

i = 2 Th) = s Tl

1 2 0 %x1+%x2

0 5 8 x,-2x
Este sistema es un S.C.1. para todo valor de X, y x,, por lo tanto, todo v=(x;X,) € R?
se puede escribir como combinacién lineal de v;, v, y v,, es decir, {v,,v,,v,} es un

conjunto de generadores de R? pero la combinacion lineal no es Gnica, por lo tanto v, ,
V, ¥ v, son L. D., conclusion a la que ya habiamos llegado.

3) En V=R? v, =(L-2) yv,=(-2,4)
Escribamos v =(x,; X, ) € R* como combinacio6n lineal de v, y v,

(%5 %,) =4 (L-2)+4,-(-2:4)
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4)

5)

(4%) = (4 =24 24 +4%)

A=2h=x _ (1 =2ix) (120 %
20, +42, =X, 2 40X, 0 0X,+2x%

Este sistema es un S.1., excepto para aquellos valores de x, y X, que verifiquen:
X, +2% =0.

Por lo tanto, todo v=(x;X,)eR*> NO se puede escribir como combinacion lineal de v,
y v,.

Sélo son combinacion lineal de v, y v, aquellos v=(x;X,)eR* que verifiquen:
X, +2x =0 y ademas, la combinacion lineal no es unica, pues si x, +2x, =0, el sistema

es un S.C.1., los vectores son L.D. Esta es la ecuacion del subespacio de R* que ellos
generan:

S=gen{(L-2);(-24)}

S=gen{(1-2)}

S:{VER2/x2+2x1:O}

Son las tres formas equivalentes de escribir al subespacio.

En V=R? v,=(3-2) yv,=(-64)

Escribamos v =(x,; X, ) € R* como combinacio6n lineal de v, y v,
(%i%)=4-(3-2)+ 4, (-6:4)

(%) =(34 —64;-24 +4%)

sbsx (3 x| (0 x
—24, +44, =X, -2 4, 0 0ix+3x

Este sistema es un S.1., excepto para aquellos valores de x, y X, que verifiquen:
X, +2x =0.

Por lo tanto, todo v=(x;x,)eR* NO se puede escribir como combinacion lineal de v,
y v,.

S6lo son combinacién lineal de v, y v, aquellos v=(x;x,)eR* que verifiquen:
X, +Zx =0 y ademas, la combinacion lineal no es Unica, pues si X, +2x, =0, el sistema

es un S.C.1., los vectores son L.D. (como ya vimos). Esta es la ecuacién del subespacio
de R? que ellos generan:

S=gen{(3,-2);(-6:4)}

S=gen{(3,-2)}

S:{VGR2/x2+§x1=O}

Son las tres formas equivalentes de escribir al subespacio.

En V=R v,=(321), v,=(120)y v,=(20;0)

Escribamos v =(x,; X,;%;) € R* como combinacion lineal de v, v, y v,:
(4:%:%6) =4 (521)+ 4 (£2,0)+ 4-(2,0,0)

(%% %) = (A + A + 24520, + 2253 )
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A+ +24,=X% 1 1 i 0 1 2! x-X%
20,+24, =X, = 2 2 ik, = 0 2 0ix,-2x =
A =X, 1 0 o 100 x
00 2ix-3X%
0 2 O X, —2X,
10 O, X,
Este sistema es un S.C.D. para todo valor de x, , X, y X,, por lo tanto, todo

V=(X%;%;%)eR® se puede escribir como combinacién lineal de v,, v, y v, y ademés,
la combinacion lineal es Unica, por lo tanto v,, v, y v, son L. I, conclusion a la que ya
habiamos llegado.

6) En V=R®, v, =(-12,-1) y v, =(211)
Escribamos v =(x,;X,; X,) € R* como combinacion lineal de v, y v, :
(X% %) =4 (-5 2-1)+4,-(211)
(0% %) = (=4 + 24324 + Ai = + 4y

—A+24, =X -1 2ix 1 0fx-2x

20+ A, =X, =N 2 1:x, =N 3 0:%-X =N
A+ A, =X, -1 1x -1 17 x

1 00 x-2x

00 —3X, + X, +5X,

01 X=X
Este sistema es un S.1., excepto para aquellos valores de x, , X, y X; que verifiquen:
—3X, +X, +5%,=0.
Por lo tanto, todo v =(x;X,;%;)€R® NO se puede escribir como combinacién lineal de
V, Y V,.
S6lo son combinacion lineal de v, y v, aquellos v=(x;X,;X)eR® que verifiquen:
—-3X, + X, +5%, =0 y ademas, la combinacion lineal es tnica, pues si —3x, + X, +5x, =0,
el sistema es un S.C.D., los vectores son L.l. (como ya vimos). Esta es la ecuacion del
subespacio de R® que ellos generan:

S=gen{(-12-1);(2L1)}
SI{VERB/—3X1+X2+5X3 :0}
Son las dos formas equivalentes de escribir al subespacio.

7) En V=R® v, =(13-1), v,=(-122) y v, =(2,1-3)
Escribamos v =(x,; X,; X, ) € R* como combinacion lineal de v,, v, y v,:
(4%:6) =4 (53 -1)+ 4 (-1 22)+ 4-(25-3)
(0523 %) = (A = A + 220334, + 20, + Agi =4y + 24, =34
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A=Ay +20, =X, 1 -1 2x 1 -1 21 x
B +24+A=%x, = |3 2 Lx| = |0 5 -5ix-3| =
A 424, =30, =X, -1 2 - 3x 0 1 -1 x+Xx

10 11 x+2x

0 0 0:i-8x+x,—5x,

01 -1 X3 + %
Este sistema es un S.1., excepto para aquellos valores de x, , X, y X; que verifiquen:
—8X, +X, —=5%, =0.
Por lo tanto, todo v =(x;X,;%)€R® NO se puede escribir como combinacién lineal de
Vi, V, Y Vs,
Sélo son combinacion lineal de v,, v, y v, agquellos v=(x;X,;X,) € R* que verifiquen:
—8x, + X, —5%, =0, pero la combinacion lineal no es Unica, pues si —8x, +X, —5%, =0,

el sistema es un S.C.1., los vectores son L.D. (como ya vimos). Esta es la ecuacién del
subespacio de R*® que ellos generan:

S=gen{(L3-1);(-122);(2%-3)}
S=gen{(13-1);(-122)}
SI{VERB/—3X1+X2+5X3 :0}

Son tres formas equivalentes de escribir al subespacio.

8) En V=R’ v, =(-2,42), v, =(-122) y v, =(L,-2,-1)
Escribamos v =(x,; X,; X, ) € R* como combinacion lineal de v,, v, y v,:
(%% %) = A (-2:4:2) + 2y (~1:2:2) # 4+ (-2 -1)
(0523 %) = (=24 = A, + Aa A4 + 20, = 203204 + 2, = 1)

24 -+ =X -2 -1 1Ix 2 -1 1! x
A +20,-20=%, = |4 2 -2x%| = |0 0 0ix+2x| =
2, +20, — Ay =X, 2 2 - 1x 0 1 0} x+X%

-2 0 11x+2x

0 0 0:x+2x

0 1 0} X+X
Este sistema es un S.1., excepto para aquellos valores de x, , X, y X; que verifiquen:
X, +2% =0.
Por lo tanto, todo v =(x,;X,;X,) € R* NO se puede escribir como combinacion lineal de
vy, V, Y V.
S6lo son combinacion lineal de v;, v, y v, aquellos v=(x;X,;%;) € R® que verifiquen:

X, +2x =0, pero la combinacion lineal no es Unica, pues si X, +2x =0, el sistema es

un S.C.1., los vectores son L.D. (como ya vimos). Esta es la ecuacion del subespacio de
R® que ellos generan:

S=gen{(-2,4;2);(-122);(L-2-1)}
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9)

S=gen{(-12,2);(L-2-1)}
S:{VGR3/x2+2x1=O}
Son tres formas equivalentes de escribir al subespacio.

En V=R® v,=(L-2-1) y v, =(-24,2)

Escribamos v =(x,;X,; X,) € R* como combinacion lineal de v, y v,:
(X% %) =24 (5-2-1)+ 4, (-2:4;2)

(4% %) = (4 =24 =24 ++44 =4, +21, )

A=22,=X 1 2ix 1 20 x
2 +4h, =%, = |2 4ix, | = |0 0ix+2x%
A 422, =X, -1 2 X 0 0 X+X

Este sistema es un S.1., excepto para aquellos valores de X, , X, y X, que verifiquen:

X, +2% =0y X, +X =0simultameamente.

Por lo tanto, todo v =(x;X,;%;)€R* NO se puede escribir como combinacién lineal de

Vl’ V2 y V3'

Sélo son combinacion lineal de v, v, y v, agquellos v=(x;X,;X;) € R* que verifiquen:
X, +2%x =0 X, +2%x =0

{ X, +X% =0 X;+X% =0

es un S.C.1., los vectores son L.D. (como ya vimos). Este es el sistema de ecuaciones del

subespacio de R*® que ellos generan:

S=gen{(L-2-1);(-24;2)}

S=gen{(-2-1)}

Sz{VeR3/x2+2x1=O;x3+x1:O}

Son tres formas equivalentes de escribir al subespacio.

, pero la combinacion lineal no es Unica, pues si { , el sistema

Definicion de Base:

Sea V un espacio vectorial y sea B :{vl,vz,---,vn} un conjunto de vectores de V. El conjunto B

se denomina base de V se verifica que:
+ B es un conjunto de generadores de V.
+ B es un conjunto linealmente independiente.

Volviendo a retomar los ejemplos anteriores:

1)

2)

En V=R? v, =(6;5) y v, =(7;6)
Vimos que para todo v=(x;x,)eR?, v es como combinacion lineal de v, y v, y
ademas vimos que V, y v, son L., entonces B ={(6;5),(7;6)} es una base de R*.

En V=R? v,=(L2), v,=(2-1) y v, =(-24)
Vimos que para todo v=(x;X,)eR?, v como combinacion lineal de v,, v, y v;, pero
V;, V, ¥V, son L.D., entonces B ={(1;2),(2-1),(~2:4)} no es una base de R®.
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3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

En V=R? v,=(3-2) yv,=(-24)
Vimos que no todo v =(x;X,)eR* es como combinacion lineal de v, y v,, entonces v,
y V, no generan R?, por lo tanto B ={(1,-2),(~2;4)} no es base de R*.

En V=R? v,=(3-2) yv,=(-64)
Vimos que no todo v =(x;;x,) e R* es como combinacion lineal de v, y v,, entonces v,
y v, no generan R?, por lo tanto B ={(3; —2),(—6;4)} no es base de R?.

En V=R% v,=(%21), v,=(520) y v;=(20;0)

Vimos que para todo v=(x,;X,;X,) € R*, v como combinacion lineal de v,, v, y v, y
ademas vimos que v,, v, y v, son LI, entonces B ={(1;2;1),(1,2;0),(2;0;0)} es una
base de R®.

En V=R’ v,=(-L2-1) y v, =(211)
Vimos que no todo v =(X;;X,;%;) € R® es como combinacion lineal de v, y v,, entonces
V, Y V, no generan R?, por lo tanto B ={(—],' 2; —1),(2;1;1)} no es base de R®.

En V=R’ v,=(13-1), v,=(-1522) y v, =(21-3)

Vimos que no todo v=(x;X,;X;)€R® es como combinacion lineal de v,, v, y v,
entonces v,, v, y Vv, no generan R, por lo tanto B ={(%3,-1),(-12;2),(21-3)} no
es base de R°.

En V=R®% v, =(-24;2), v,=(-12;2) y v, =(,—2-1)

Vimos que no todo Vv =(x;X,;%;)€R® es como combinacion lineal de v,, v, y v,,
entonces v, v, y v, no generan R?, por lo tanto B ={(-2;4;2),(-12:2),(L-2-1)} no
es base de R°.

En V=R® v,=(L-2-1) y v, =(-24,2)
Vimos que no todo v =(x;X,;X;) € R* es como combinacion lineal de v, y v,, entonces
V, ¥ V, no generan RR®, por lo tanto B ={(J; -2 —1),(—2;4;2)} no es base de R®.

Proposicion: (Demostracion en el apendice)

Sea V un espacio vectorial y sea B={v,,V,,---,v,} una base de V, entonces, para todo veV,

existen dnicos escalares 4, 4,,---, 4, € R que verifican v=A4v, + LV, +---+ 4.V, .
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Propiedad: (Demostracion en el apéndice)

Sea V un espacio vectorial y sean B={v,,v,,---,v,} una base de V y B'={w,w,,---,w,} otra
base de V, siendo B = B’, entonces n=m , es decir, tienen la misma cantidad de vectores.
Un espacio vectorial V= {0} es de dimension finita, si existe un conjunto finito B={v,,v,,---,v,}

que es base de V.

En este caso:
- Cualquier conjunto de mas de n elementos es un conjunto L.D.
- Cualquier conjunto de menos de n elementos no genera V.

Importante:

Si dos bases de un espacio vectorial V estan formadas por los mismos elementos pero en distinto
orden, se las considera bases distintas. Es decir, una base es un conjunto de generadores linealmente
independientes y ordenados.

Definicion de Dimension:

Sea V un espacio vectorial y sea B={v,,v,,---,v,} una base de V, como la base de V tiene n

elementos, entonces n es la dimension de V.
Es decir, la dimension de un espacio vectorial V es la cantidad de elementos que tiene cualquier
base de V.

Notacién:  dim(V)=n
Por lo tanto, decir que dim(V) =n es equivalente a decir que n vectores forman una base de V vy
equivalente a decir que n vectores son generadores linealmente independientes de V.

Observacion:

Si V={0}, entonces V no tiene base y se considera por convencién, que dim(V)=0

Cualquier conjunto de menos de n elementos no genera V, pero si genera un subespacio de V. Si
ademas este conjunto es linealmente independiente, formaria una base de dicho subespacio.

Retomando nuevamente los ejemplos anteriores:

1) En V=R? v,=(6;5) y v, =(7:6)
Vimos que para todo v=(x;x,)eR?, v es como combinacion lineal de v, y v, y
ademas vimos que Vv, y v, son L.I., entonces B:{(G;S),(7;6)} es una base de R? y
dim(R*)=2.
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2)

3)

4)

5)

En V=R? v,=(32), v,=(2-1) y v, =(-24)
Vimos que para todo v =(x,;x,)eR?, v como combinacién lineal de v,, v, y v,, pero
V;, V, ¥ v, son L.D., entonces B ={(12),(2-1),(~2;4)} no es una base de R*.

En este caso podriamos extraer una base de R? puesto que B es un conjunto de
generadores de R?.
Por el ejercicio (1) sabemos que dim(IRiZ):Z, entonces bastaria con tomar dos

elementos L.1. de B para tener una base de R?:
B ={(12).(2-1)}

B, ={(12).(-24)f

B3={(2-1),(-24)}

Cualquiera de estos tres conjuntos es base de R?.

En V=R? v,=(3-2) yv,=(-24)
Vimos que no todo v =(x;;x,) € R* es como combinacion lineal de v, y v,, entonces v,
y v, no generan IR?, por lo tanto {(1; —2),(—2;4)} no es base de R?.

En este caso podemos extraer un conjunto linealmente independiente de
{(J;—Z),(—2;4)} para obtener una base de un subespacio S , el que estos vectores

generan:
B, ={(1-2)}
B, ={(-2:4)]

Cualquiera de esos dos conjuntos es base del subespacio S de R?,y dim(S)=1.

En V=R? v,=(3-2) yv,=(-64)
Vimos que no todo v =(x;X,)eR* es como combinacion lineal de v, y v,, entonces v,

y V, no generan R?, por lo tanto {(3;-2),(~6;4)} no es base de R”.
En este caso podemos extraer un conjunto linealmente independiente de
{(3;—2),(—6;4)} para obtener una base de un subespacio S, el que estos vectores

generan:
B, ={(3-2)}
By = {(_6; 4)}

Cualquiera de esos dos conjuntos es base del subespacio S de R?,y dim(S)=1.

En V=R v,=(121), v,=(120)y v,=(20;0)

Vimos que para todo v=(X;X,;X;) € R®, v como combinacion lineal de v,, v, y v, ¥
ademas vimos que v,, v, y v, son LI, entonces B={(1;2;1),(1,2;0),(2;0;0)} es una
base de R®, y dim(R®)=3.
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6)

7)

8)

9)

En V=R’ v,=(-L2-1) y v, =(211)

Vimos que no todo v =(x;X,;X;) € R* es como combinacioén lineal de v, y v,, entonces
v, Y v, no generan R, por lo tanto {(~12;-1),(2%1)} no es base de R®.

Pero por otro lado, v, y v, son L.I., entonces {(~1;2;—1),(2;1;1)} es base del subespacio

S de R® que ellos generan.
B, ={(-L2-1).(2L1)} y dim(S)=2

En V=R% v, =(13-1), v,=(-1522) y v,=(21-3)
Vimos que no todo v =(x;X,;%;)€R® es como combinacion lineal de v,, v, y v,,
entonces v,, V, y v, no generan R?, por lo tanto {(1;3;-1),(-12;2),(2,4-3)} no es

base de R®.
En este caso podemos extraer un conjunto linealmente independiente de

{(L‘ 3,-1),(-12;2),(2,1 —3)} para obtener una base de un subespacio S, el que estos
vectores generan:

B ={(13-1).(-L22)}

B, = {(1' 3 _1)’(2;1; _3)}

By, ={(-122),(25-3)}

Cualquiera de esos tres conjuntos es base del subespacio S de R® y dim(S) =2.

En V=R®%, v, =(-24;2), v,=(-12;2) y v, =(,-2-1)
Vimos que no todo v =(x;X,;%;)€R® es como combinacion lineal de v,, v, y v,,
entonces v,, v, ¥ v, no generan R®, por lo tanto {(—2; 4;2),(-% 2;2),(1;—2;—1)} no es

base de R®.
En este caso podemos extraer un conjunto linealmente independiente de

{(—2;4;2),(—1;2;2),(]; -2; —1)} para obtener una base de un subespacio S, el que estos
vectores generan:

B, ={(-24:2).(-522))

B,. ={(-122),(L-2-1)}

Cualquiera de esos dos conjuntos es base del subespacio S de R® y dim (S) =2.

En este caso, {(—2;4;2),(—-2-1)} NO es base del subespacio S que v, V, y Vv,
puesto que no son L.I.

En V=R®, v, =(L-2-1) y v, =(-2,4,2)

Vimos que no todo v =(X;;X,;%;) € R® es como combinacion lineal de v, y v,, entonces
Vv, y Vv, no generan R®, por lo tanto {(];—2;—1),(—2;4;2)} no es base de R®, pero
ademas el conjunto tampoco es L.1..
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En este caso podemos extraer un conjunto linealmente independiente de
{(L‘ —2;—1),(—2;4;2)} para obtener una base de un subespacio S, el que estos vectores

generan:

B ={(-2-1)}

B, ={(-2:4;2)}

Cualquiera de esos dos conjuntos es base del subespacio S de R® y dim (S)=1.

Definicion de coordenadas:

Sea V un espacio vectorial y sea B={v,,v,,---,v,} una base de V. Para todo veV, existen

unicos A, 4,,---, A4, € R que permiten escribir a v_.como combinacion lineal de los elementos de la
base B delaforma v=A.V,+4,.V,+:--+A4.V,.

Se denomina coordenadas del vector v en base B al vector de R" formado por los escalares de la
combinacién lineal: (4, 4,,---,4,)

Notacion:  [v], =(4. 4.+ 4,)

Observacion:

Las coordenadas de un vector veV dependen de la base B con la que se esta trabajando y del
orden en gue estan dados los vectores en dicha base.

Ejemplos:
1) Sea V=R°, B={(1,0,0);(0,1,0);(0,0,1)} y sea v=(12,3,-8)

Vamos a buscar las coordenadas de v en base B :
(12,3, —8) = 21.(], 0,0)+22.(0,1,0)+ﬂ3.(0,0,1)
(12,3, -8) = (4, 41 4)

A =12
A,=3
4y =-8

Entonces [ (12,3,-8) | =(12,3,-8)

La base en la cual las coordenadas coinciden con las componente del vector se denomina
base canonica y generalmente se nota con E . En este caso E = {(L 0,0);(0,1,0);(0, 0,1)}

Si V=RR?, entonces E ={(10);(0,1)}
Si V=R*, entonces E ={(1,0,0,0);(0,1,0,0);(0,0,1,0)(0,0,0,1)}
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Sea V=R®, B={(0,0,1);(1,0,0);(0,1,0)} y sea v=(12,3,-8)
Vamos a buscar las coordenadas de v en base B':
(12,3, —8) = /11.(0, 0,1)+12.(1, 0,0)+A3.(0,1,0)
(12.3,-8) =(4. 4, 4)
A, =12
A =3
A =-8
Entonces [ (12,3, —8)]B =(-8,12,3)

Como a pesar de que B tiene los mismos elementos que la base canonica, pero al estar
en otro orden las coordenadas son otras.

Sea V=R®, B={(111);(110);(2,0,0)} y sea v=(12,3,-8)
Vamos a buscar las coordenadas de v en base B':

(12,3, —8) =/11.(],1,1)+/12.(1,1,0)+23.(2,0,0)
(12,3,-8) = (A4 + 4, + 22, 4 + A, )

A+ Ay +20, =12 11 2112 01 2i20 0029
A+A4L=3 = |11 0i3] ~ |01 011 ~ |0 1 0:12
2 =8 100;-8 10 0;-8 100 -8
22,=9 =73
AL=11 = {i=1
A =-8 A =-8

Entonces [ (12,3,-8) | =(—8,11, gj

oo 2 1 2 1V (2 -1V (3 1 5 -3
Sea V=R, B= ; ; ; y seav=
1 -1){-1 0)l0 0O0){0 O 2 1
Vamos a buscar las coordenadas de v en base B:
5 -3 B 2 1 . 2 1 . 2 — ) 31
21_21'1—1 %'—1013‘00 “lo o

[5 —3}_(2/11+2/12+2/13+3&4 /11+ﬂ,2—/13+l4j
2 1

=4 4

20, +24,+24,+31, =5 2 2 305 0 2 2 317
A+ A=A+, =—3 1 1 -1 1:-3 0 1 -1 1:-2
A=Ay =2 -1 0 2| |0 -1 0 03
2 =1 1 0 0 01 1 0 0 0! 1

0 0 2 313 0 0 5 0010 0 0 5 0010

0 0 -11:1 0 0 -11:1 0 0 0 1:3

" |lo-1o00i3] |o0-100i3] |o0-100;:3

1 0 0 0! 10 0 01 1 0 0 01
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54, =10 Ay =
A, =3 . Ay =
-4, =3 A, =-3
-4 =1 A=-1
5 -3)]
Entonces =(-1,-3,2,3)
2 1)

V=p,[x]={peR[x]/gr(p)<2vp=0}, B={Lx;x*| y sea v=-2x"+8x+3
Vamos a buscar las coordenadas de v en base B :
—2X* +8X+3= 4.1+ 4, X+ A,.X°

Como dos polinomios son iguales si los coeficientes de monomios semejantes son
iguales, entonces:

A =3
A,=8
dy=-2

Entonces [—sz +8x+3]B =(3,8,-2)

V=P, [x], B={x2+2;2x+1;x2—3} y sea v=-2X*+8x+3
Vamos a buscar las coordenadas de v en base B:

—2x* +8X+3=A.(X* +2)+ ,.(2x+1) + 4,.(x* - 3)

—2X% +8X+3= A X* + 24 + 2, X+ A, + A X* =34,

—2X* +8X+3= (A4 + 4) X’ +(24,) x+(24, + 4, —34,)

Como dos polinomios son iguales si los coeficientes de monomios semejantes son
iguales, entonces:

A+ Ny =2 10 11-2 10 11-2 10 11-2
2,=8 =1{0 2 0:8|~|02 0:8|~ |00 10:-6
24+, -3, =3 2 1 -3;3 01 -5;7 01 5;7
100t
5
~ 10 0 10} -6
01 0 4
.
7 S
b=t S
> 3
04=-6 = (k=-¢
=4 2y =4

Entonces [—sz +8x+3]B = (—%,4,—3
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Proposicion: (Demostracion en el apendice)

Sea V un espacio vectorial y sea B={v,,v,,---,v,} unabase de V, entonces:
a) [v+w], =[v],+[w], paratodoveV y weV

b) [Av], =A[v] paratodo veV y AeR

B

Proposicion: (Demostracion en el apéndice)

Sea V un espacio vectorial y sea B={v,V,,---,v,} una base de V. Sea {w,

Wy e W

m

} un

m

conjunto de V linealmente independiente, entonces {[Wl]B,[WZ]B,---,[W ]B} es un conjunto

linealmente independiente de R".

Esta propiedad es muy Util porque se puede trabajar en cualquier espacio vectorial V a través de
sus coordenadas en una base, que significa trabajar con vectores de R".

Matriz de cambio de base:

Sea V un espacio vectorial y sea B ={v,,V,,---,v,} unabase de V.

Como B es una base, todo vector de V se escribe en forma unica como combinacion lineal de los
elementos de la base. Por lo tanto, el sistema de ecuaciones que planteamos para buscar las
coordenadas de cualquier vector de V en una base, es un sistema compatible determinado (S.C.D.)
y cuadrado.

Como vimos en la Unidad 1, podemos escribir este sistema en forma matricial: AX =B
Si A es una matriz cuadrada y el sistema es un S.C.D., entonces A es inversible y podemos

resolver el sistema por el método matricial: X = A™.B

En este caso:
Si tomamos un vector veV y buscamos sus coordenadas en base B, planteamos la combinacion
lineal: v=Av,+ 4LV, +--+ A4V, .
- Ladimension de V es n, pues la base de V esta formada por n vectores, cada vector tiene
n componentes. Vamos a tener una ecuacion por cada componente.
- Como hay n vectores, tenemos n incégnitas.
Por lo tanto, el sistema es cuadrado.

+ Si lo pensamos desde R" para comenzar, podemos ver que:
- En la matriz asociada al sistema, como cada columna representa los coeficientes de cada
ecuacién para una misma incdgnita, entonces las columnas son los vectores de la base B.
- Las incdgnitas del sistema son las coordenadas que buscamos del vector ve R".
- Las constantes son las componentes del vector ve R".
Entonces tenemos el sistema escrito en forma matricial:

(Vl v, - Vn).x =\ , \Vector v escrito como
vector columna

Matriz cuyas columnas son Coordenadas del
los elementos de la base B vector v en labase B
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(v, v, - V,)esunamatriz cuadrada e inversible, pues los vectores de la base son L.1..

Por lo tanto, alcanza con multiplicar miembro a miembro por su inversa para obtener las
coordenadas:

X=(v, v, -~ v,) v donde X:[vt]B

Aestamatriz (v, v, --- V,) selaconoce como matriz de cambio de base de la base B a la base

canonica, pues multiplicando por ella a las coordenadas de un vector v en base B, obtenemos las
coordenadas del mismo vector en base canonica.

Notacién: Cg =(v, Vv, --- V,) matrizde cambio de base de la base B a la base canénica.
Entonces en definitiva tenemos: C,.. X =v¢ = X =Cg V' siendo X :[vt}B

Por otro lado C. es la matriz que multiplicada por un vector en base canénica, nos devuelve las

coordenadas del mismo en la base B, entonces la podriamos denominar como matriz de cambio de
base de la base canonica a la base B .

Ce =Cit  matriz de cambio de base de la base candnica a la base B .

+ Si lo pensamos desde V', un espacio vectorial cualquiera que no sea R", la idea es la misma
pero, en general, las columnas de la matriz C; son las coordenadas en la base candnica del

mismo espacio para poder tener vectores de R"

([Vl]E [VZ]E [V"]E)'X:[Vt]E
X:([vl]E [v,]. - [VH]E)_l.[vt]E siendo X:[vt}B

Este caso es més facil de comprender a través de los ejemplos.

La ventaja de buscar coordenadas utilizando la matriz de cambio de base es poder buscar las
coordenadas de varios vectores sin tener que resolver cada sistema, sélo buscamos la inversa una
vez y la multiplicamos por cada vector.

Si conocemos las coordenadas de un vector en una base, sélo multiplicamos la matriz de cambio de
base por dichas coordenadas para conocer al vector: CBE.[Vt]B =V

Ejemplos:
1) Sea V=R®, B={(1,0,0);(0,1,0);(0,0,1)} y sea v=(12,3,-8)
Vamos a buscar las coordenadas de v en base B :
(12,3,-8) = LOO +AQ (0,1,0)+4,.(0,0,1)

100 100
3 donde C,c. =/ 0 1 O | pues B=E, entonces
-8 0 01
100 A 1 0 0)(12 12
Cee=Caii=|0 1 O|yentonces |4, |=/0 1 0 3 |=| 3
0 01 A 0 0 1){-8) (-8
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Entonces [ (12,3,-8) | =(12,3,-8)

2) Sea V=R®, B ={(0, 0,1);(1, 0,0);(0,1,0)} y sea v=(12,3,-8)
Vamos a buscar las coordenadas de v en base B :
(12,3, —8) = 21.(0, 0,1)+22.(1, 0,0)+13.(0,1,0)

0 1 0\ 4 12 010 0 01
0 0 1|4 (=3 donde C,.=|0 0 1 y CEB:CI;éz 1 00
1 0 0){4 -8 1 00 010
A 0 0 1)/12 -8
entonces |4, [=|1 0 O 3 |=|12
Ay 0 1 0)|-8 3
Entonces [(12,3, —8)]B =(-8,12,3)
3) Sea V=R® B={(111);(110);(2,0,0)} y sea v=(12,3,-8)
Vamos a buscar las coordenadas de v en base B:
(12,3,—8):ﬂl.(],l,l)+/12.(1,1,0)+23.(2,0,0)
11 2\(4 12 11 2 0 1
11 0| 4|=|3 donde Cie=|1 1 0| y Ci=Ci=/0 1 -1
1 0 0)\A4 -8 100 1 1 0
2 2
A 0O 0 11}12 -8
entonces |4, |=|0 1 -1 3 |=[11
B) (11 gl-8) |9
2 2 2
9
Entonces [ (12,3,-8) | :(—8,11, EJ

“o-l(i 3G oo o6 oty )
4) Sea V=R, B= ; ; ; y seav=
1 -1)\-1 0){0 0)l0 O 2 1

Vamos a buscar las coordenadas de v en base B:

@ _fj:ﬂl.ﬁ _1J+/12.[_21 é}ﬂ{é ‘ij[g ;j

Como ahora no tenemos vectores de R", sino que son de R*?, vamos primero a buscar
las coordenadas de todos los vectores que tenemos de R*? en base candnica de R*?:

e~{[s 3Ho 5 oo 2]
3 3] e 3 Yo7 ] -esen
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31
KO OH =(3,1,0,0) que son las coordenadas de los vectores de la base B en base
B

5 —
candnica, y [[ ﬂ :(5, —3,2,1) que son las coordenadas de v en base canonica.
B

2 1
Con estos vectores de R* trabajaremos armando la matriz de cambio de base C :
2 2 2 3\(4 5 2 2 23
1 1 -11 -3 1 1 -11
& = donde Cqe = y
1 -1 0 0} A4 2 1 -1 00
-1 0 0 0O)i4 1 -1 0 00
0 0 0 -1 0 0 0 -1
0 0 -1 -1 A)jo 0o -1 -1f2) (1
-3| | -3
Cp=Cit=l1 _3 _1 _2entonces an 1 .3 1 2 =
5 5 5 5 A1 |5 5 5 5 2
12 4 8 a)jr 24 8 (1) (3
5 5 5 5 5 5 5 5

Entonces [[2 _13]1 =(-1,-3,2,3)

5) V=PR[x]={peR[x]/gr(p)<2vp=0}, B={Lx;x*} y sea v=-2x"+8x+3
Vamos a buscar las coordenadas de v en base B:
—2X* +8X+3= 4.1+ 4, X+ A,.X°
Como ahora no tenemos vectores de R", sino que son de P,[x], necesitamos buscar las
coordenadas de todos los vectores que tenemos de P,[x] en base candnica de P,[x]:
E= {1; X; xz} , que es la base B . No es necesario, pero vamos a ver el planteo igual
[1], =(10,0); [x],=(0,1,0); I:XZ:IB =(0,0,1) que son las coordenadas de los vectores

de la base B en base candnica, y [—sz +8x+3]B :(3, 8, —2) que son las coordenadas

de v en base canonica.
Con estos vectores de R® trabajaremos armando la matriz de cambio de base C,; :

1 0 0\ 4 3 100
0 1 0|4 |=| 8 donde C,. =/ 0 1 O | pues B=E, entonces
0 0 1)\ A4 -2 0 01

100 A 1 0 0) 3 3
Cpe=Cii=|0 1 O|yentonces |4, |=|/0 1 Of 8|=| 8

0 01 A 0 0 1)|-2 -2

Entonces [—sz +8x+3]B =(3,8,-2)

6) V=R[x], B= {x2 +2;2X+1; X —3} y sea v=-2x"+8x+3
Vamos a buscar las coordenadas de v en base B :
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—2x° +8X+3=A.(X* +2)+ ,.(2x+1) + 4,.(x* - 3)

Espacios Vectoriales

Como ahora no tenemos vectores de R", sino que son de P,[x], necesitamos buscar las

coordenadas de todos los vectores que tenemos de P,[x] en base canénica de P,[x]:

E:{l;x;xz}

ES +2]B =(2,0,1); [2x+1], =(12,0); [x’ —3]8 =(-3,0,} que son las coordenadas

de los vectores de la base B en base canonica, y [—sz +8x+3]B = (3, 8, —2) que son las

coordenadas de v en base canonica.
Con estos vectores de R® trabajaremos armando la matriz de cambio de base C,; :

2 1 3\ A4 3 2 1 -3
0 2 0|4 8 donde C,.=|0 2 0|, entonces
1 0 1)hA4 -2 1 0 1
113 LS T 7
5 110 5 Ay |5 110 5003y |3
Cpp=Ci=| O > 0 |yentonces |4, |=| O > 0| 8|= 4
1012 1 22
5 10 5 5 10 5 >

Entonces [—sz +8x+3]B = (—%,4,—3

Los ejercicios sobre estos temas pueden ser infinitos ya que relaciona todos los temas y también los
temas de la UNIDAD N° 1.

Veamos algunos ejemplos con su resolucién:

Ejemplos varios:

1) Dado el siguiente subespacio,
Sz{()(l,xz,x3,x4)eIR{“/x1+2x2+x3 =0;3X, + X, + 2%, =0; X —3X, — 2%, +2X, :O}
a) Decidir si el vector v=(2,-2,2,-2) pertenece a S.
b) Decidir si el vector w=(-3,3,-3,—3) pertenece a S.
c) Hallar k e R para que el vector u = (—2k +4,k-1,-k+3k +2) pertenezcaa S.

d) Hallar k e R para que el vector y = (k -1 k+1,2k -3,k —4) pertenezcaa S.
e) Hallar una base de S y dar su dimension.

Resolvamos cada item:
(a) Decidir si el vector v=(2,-2,2,-2) pertenecea S.
Como el subespacio S esta dado por ecuaciones, es decir, a través de las

condiciones que cumplen las coordenadas de los vectores que pertenecen a él,
s6lo debemos ver si el vector v verifica estas condiciones:
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X, + 2%, + X -0 2+2.(-2)+2 =0/
3%, + X, +2x, =0 = 3.2+(-2) +2.(-2)=0
X = 3% = 2% +2%, =0 2-3.(-2)-22+2.(-2)=0 vV

Como se verifican las tres ecuaciones de S, podemos asegurar que VeS.

(b) Decidir si el vector w=(-3,3,—3,-3) pertenecea S.

Al igual que en el item anterior, como el subespacio S esta dado por ecuaciones,
es decir, a través de las condiciones que cumplen las coordenadas de los vectores
que pertenecen a él, s6lo debemos ver si el vector w verifica estas condiciones:

2X, + X =0
S {—3+2.3+(—3) 0
- 3

3%, + X, +2%, =0
X, —3X, — 2%, +2X, =0 (-3)+3 +2(-3)=-12X

Como no se verifica la segunda ecuacion de S, no es necesario ver si verifica la
tercera, ya podemos asegurar que WS .

(c) Hallar ke R para que el vector u=(—2k +4,k—1,-k +3 k +2) pertenezcaa S.

Para que el vector u pertenezca a S, sus coordenadas deben verificar las tres
ecuaciones de S:

X, +2X, + X, =0 (—2k +4) +2(.k —)1(— k —93 =
3%, + X, +2x,=0 = 3(-kx+ 3k -1 +Rk +)2 =
X, —3X%, —2%; +2X, =0 (—2k +4) -3k -1 —-%. k 493 {2k Y2

-2k +4+2k-2-k+3=0 5-k=0
= —-6k+12+k-1+2k+4=0 = {-3k+15=0 = k=5
—2k+4-3k+3+2k-6+2k+4=0 —-k+5=0

Por lo tanto, si k =5, el vector u=(-6,4,-2,7)eS

(d) Hallar k e R para que el vector y = (k -1 k+1,2k -3,k —4) pertenezcaa S.

Para que el vector u pertenezca a S, sus coordenadas deben verificar las tres
ecuaciones de S:

)(1.|_2)(2.|-)(3 =0 (k—l) +Z Kk } .'(-I— k2) - 3
3% + X, +2x,=0 = 3(k— )1{ k 1 t X)) -
X, —3%, =2%; +2X, =0 (k-1) -8Bk }1 (2 k- (3+k)2 .-
k=2
k—1+2k+2+2k—3=0 5k—2=0 5
= 3k-3+k+1+2k-8=0 = < 6k-10=0 = kzg Absurdo
k—1-3k—-3-4k +6+2k—-8=0 —-4k-6=0 ) 3
2

En este caso, cualquiera sea el valor de k e R, el vector y¢S.
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(e) Hallar una base de S y dar su dimension.
Como el subespacio S esta dado por ecuaciones, para buscar una base solo hay
que resolver el sistema de ecuaciones:

X +2X, + X, =0 1 2 1 0 1 2 1010
3% + X, +2x,=0 3 1 0 20~|0 -5 -32:0|-~
X, —3X, — 2%, +2X, =0 1 -3 -2 2 0 -5 -3 20
121 020 X, +2X, + X, =0 X ==2% =%
0 0 O 0;0 entonces{ By 3% 4% :O:> x=§x +§x
0 5 -3 2i0 2oTse T “2 2

Entonces, todo vector de S es de la forma:

s:(—sz—x3,x2,x3,gx2+gx3j ( 2x2,x2,02x2j+( X5, 0, %5, = J
—x, {2103 (Lmj

Es decir, todo vector de S es combinacién lineal de (—2,1,0,%) y (—LO,L gj
(siempre que se resuelve bien un sistema de ecuaciones, el conjunto de vectores

obtenidos es L.1.) por lo tanto, una base de S es B, = {(—2,1, 0, gj;(—l,o,l,gj}.

Como la base de S estd conformada por dos vectores, entonces Dim(S) =2.

2) Dado el siguiente subespacio, S =gen{(2,1,-3);(1,2,-1)}
a) Decidir si el vector v=(-1,4,3) pertenece a S.
b) Decidir si el vector w=(-3,2,1) pertenecea S.

c) Hallar keR para que el vector u=(k,1,12) pertenezcaa S.

d) Hallar las condiciones de las coordenadas de los vectores que pertenecena S.
e) Dar su dimension.

Resolviendo cada item:
(a) Decidir si el vector v=(-1,4,3) pertenece a S.
Como el subespacio S esta dado por generadores, entonces el vector v pertenece

a S solo si es combinacion lineal de sus generadores, entonces, vamos a plantear
dicha combinacién lineal:

(-1,4,3)=4.(21,-3)+4,.(1L,2,-1)

La matriz que resuelve este sistema es:

2 1i-1 2 111 0 1/3

1 2:4|~|-830i6/~[00i0 :{%:3:{%:3
0 ; 2

3 -173) (-10}2) (- h=2 A=
Entonces: (-1,4,3)=(-2).(2,1,-3)+3(12, 1), porlotanto veS
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(b) Decidir si el vector w=(-3,2,1) pertenecea S.

Nuevamente, como el subespacio S esta dado por generadores, entonces el
vector w pertenece a S solo si es combinacion lineal de sus generadores,
entonces, vamos a plantear dicha combinacion lineal:

(-3.2,1) = £.(2,1,-3)+ 4,.(1,2,-1)

La matriz que resuelve este sistema es:

2 11-3 2 11-3 0 1i1-7
1 252 ~ | -3 058 ~ [0 0147 esuns.l.
-3 -1:1 -1 0:-2 -1 0:-2

Entonces w=(-3,2,1) ¢S

(c) Hallar k e R para que el vector u :(k,1,12) pertenezcaa S.

Como el subespacio S estd dado por generadores, entonces el vector u
pertenece a S sélo si es combinacion lineal de sus generadores, entonces, vamos
a pedirle u que sea combinacion lineal de sus generadores:
(k,112)=1,.(2,1,-3)+ 4,.(1,2,-1)

La matriz que resuelve este sistema es:

2 1'ik 2 11 k 0 1} 3k+24
1 21|~ |-3 0:1-2k| ~ [0 0:-5k-35
-3 -1:12 -1 0:12+k -1 0! 12+k

Como u debe pertenecer a S, el sistema debe ser compatible, entonces
-5k —-35=0 = k=-7 yademas,

0 1} 3k+24 0 1!3 s s
0 0:-5k-35| ~ [ 0 0:0 :{%:5:{%:5
-1 0 12+k -1 05 4= 4=

Entonces: (-7,1,12)=(-5).(2,1,-3)+3(1,2,-1)

(d) Hallar las condiciones de las coordenadas de los vectores que pertenecena S.
Las condiciones de las coordenadas de los vectores de S son las ecuaciones del
subespacio S.

Tomemos un vector (X, X,,%;)€R® y piddmosle que sea combinacion lineal de
los generadores de S:

(X, %, %) = 4.(2,1,-3)+ 4,.(1,2,-1)

La matriz que resuelve este sistema es:

2 1ix 2 10 x 0 1! 3x+2x
1 2:i%| ~|-3 0ix,—2x | ~ | 0 0:i-5x+x,-3x,
-3 -1ix, 1 0} X +X -1 07  Xx+X

Como queremos que (x1, X, x3) pertenezca a S, el sistema debe ser compatible,
entonces —5x, +X, —3%, =0
Entonces S={(x,X,,X;) € R®/ -5, +X, —3x, =0}

(e) Dar su dimension.
Como S esté generado por dos vectores L.1., entonces Dim(S) =2.
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3) Hallar el valor de keR para que el vector v:(k—3,3,2k) pertenezca al subespacio
S=gen{(0,2,4);(0,1,2)} y dar una base y la dimension de S.

Como el subespacio S esta dado por generadores, entonces el vector v pertenece a S sélo
si es combinacién lineal de sus generadores, entonces, vamos a pedirle v que sea
combinacion lineal de sus generadores:

(k—3,3,2k)=4,.(0,2,4)+4,.(0,1,2)

La matriz que resuelve este sistema es:

0 0ik-3 0 0f k-3
2 113 [~ |21 3
4 2% 2k 0 0:2k-6

Como v debe pertenecer a S, el sistema debe ser compatible, entonces k—-3=0 y
2k—6=0 = k=3 yademas, con k=3
0 00
2 1:3| = 24+4,=3 = 4,=3-2}
0 0:0
Entonces: (0,3,6)=4,.(0,2,4)+(3-24)(0,1,2)
La combinacion lineal no es Unica, lo vectores son L.D.
Una base de S es B, ={(0,1,2)} y Dim(S)=1.

4) Hallar los valores de k € R para que el conjunto {(0,k,1);(1,0,k);(Lk,k+1)} sea base de R®.

Para que el conjunto {(O k,1);(L0,k);(Lk,k +1)} sea base de R®, como son tres vectores,

alcanza con pedirles que sean L.1..

Entonces escribamos al vector nulo de R*® como combinacién lineal de los vectores del
conjunto.

(0,0,0)=4.(0,k,1)+4,.(1,0,k) + 4. (L k,k +1)
La matriz ampliada del sistema de ecuaciones es:

01 1 0
k 0 Kk 0 | y necesitamos que el sistema sea S.C.D., entonces el determinante de la
1 k k+1:0

matriz asociada debe ser distinto de cero

01 1

k 0 k |#0

1 k k+

0+k2+k—0—0—k(k+1)¢0 = k®+k-k?’-k#0 = 0=%0Absurdo

El determinante de la matriz asociada es 0 para todo k € R, entonces, cualquiera sea el valor
de k, este conjunto nunca sera base de R®.
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5) Hallar base y dimension del subespacio:
S:{(xl,xz,xg)e]R3 [ =X + X%, =0; X +4x, —5%, =0;—6x +7X, — X, :O}
Como el subespacio S esta dado por ecuaciones, para buscar una base solo hay que resolver
el sistema de ecuaciones:

—X,  +%=0 -1 0 1!0 -1 0 10 -1 0 110
X, +4x, —5%, =0 1 4 -5:0/~|-4 4 0:0|~|-4 4 0:0]entonces
—6X, +7X, — %, =0 -6 7 -1i0 -7 7 00 0 0 0;0

X +X%X =0 X; =X
{—4x1+4x2 =0 = {xz =X
Entonces, todo vector de S es de la forma:
s=(% %, %) =%.(111)

Es decir, todo vector de S es combinacion lineal de (1,1,1), es decir, es maltiplo de (1,1,1),
por lo tanto, una base de S es B, ={(1,1,1)}.

Como la base de S estd conformada por un vector, entonces Dim(S) 1.

6) Dado el conjunto {(1k,k);(2,k,2k);(k,3k,—k)}

a) Hallar los valores de k e R para los cuales el conjunto es base de R®.

b) Para los valores de k para los que no se forma una base de R®, determinar una base y
dimension del subespacio que dichos vectores generan.

Resolvamos cada item:
(a) Hallar los valores de k e R para los cuales el conjunto es base de R*®.
Para que el conjunto {(1,k,k);(2,k,2k);(k,3k,—k)} sea base de R®, como son
tres vectores, alcanza con pedirles que sean L.1..

Entonces escribamos al vector nulo de R® como combinacion lineal de los
vectores del conjunto.

(0,0,0) = A.(Lk,k)+4,.(2,k, 2k) + A,.(k, 3k, k)
La matriz ampliada del sistema de ecuaciones es:

1 2 kio0

k k 3k 0 y necesitamos que el sistema sea S.C.D., entonces el
k 2k —kioO

determinante de la matriz asociada debe ser distinto de cero

1 2 k

k k 3kl=0

k 2k -k

—k? +6k” +2k* —k° —6k* —(-2k*)£0 = K*+k*=0 = K*(1+k)=0
= k#0 A 1+k#0 = k=0 A k=-1

Por lo tanto, el conjunto {(L k,k);(2,k,2k);(k,3k,—k)} es base de R® para todo
keR—{O;—l}
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(b) Para los valores de k para los que no se forma una base de R®, determinar una
base y dimension del subespacio que dichos vectores generan.
De acuerdo a lo calculado en el item (a), el conjunto

{(Lk,k);(2,k,2k);(k,3k,—k)} no es base de R® parak=0 v k=-1
Analicemos cada caso:
» Para k=0, el conjunto seria {(1,0,0);(2,0,0);(0,0,0)}
Como los dos primeros vectores son multiplos y el tercer oes el vector nulo,
entonces, una base del subespacio que ellos generan es By :{(1,0,0)} y

Dim(S) =1

= Para k =1, el conjunto serfa {(1—-1,-1);(2,-1,-2);(-1-31)}
Ya sabemos que los vectores son L.D. y ninguno de ellos es mdltiplo de otro,
asi que alguno de ellos es combinacion lineal de los demas, Dim(S’) =2.
Una base de S’ estaria formada por dos vectores del conjunto que sean L.1.,
por ejemplo, B, ={(L -1,-1);(2,-1, —2)} (cualquiera de los otros dos pares
posibles de vectores sirven para determinar la base de S").

7) Dado el conjunto {(1,k,2);(5,1,6);(k+2,1,2k)}

a) Hallar los valores de k € R para los cuales el conjunto no sea base de R®.
b) Para cada valor de k € R hallado, determinar base y dimensién el subespacio que generan.

Resolvamos cada item:
(a) Hallar los valores de k € R para los cuales el conjunto no sea base de RR®.

Para que el conjunto {(1k,2);(5,1,6);(k+2,1,2k)} no sea base de RR°, como
son tres vectores, debemos pedirles que sean L.D..

Entonces escribamos al vector nulo de R*® como combinacion lineal de los
vectores del conjunto.

(0,0,0)=4.(Lk,2)+4,.(5,1,6)+ A,.(k + 2,1, 2k)

La matriz ampliada del sistema de ecuaciones es:

1 5 k+2!0

k 1 1 0 y necesitamos que el sistema sea S.C.l., entonces el
2 6 2k i0

determinante de la matriz asociada debe ser cero.

1 5 k+2

k 1 1 1(=0

2 6 2k

2k +10+6k (k+2)-2(k+2)-5k2k-6=0 =

2k +10+6k? +12k —2k —4-10k’ ~6=0 =
—4Kk? +12k =0 = k(-4k+12)=0 = k=0 A —4k+12=0

= k=0 v k=3
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(b) Para cada valor de k € R hallado, determinar base y dimension el subespacio
que generan.
De acuerdo a lo calculado en el item (a), el conjunto

{(1, k,2);(5,1,6);(k+2,1,2k)} no es base de R® para k=0 v k=3

Analicemos cada caso:

= Para k=0, el conjunto serfa {(1,0,2);(5,1,6);(2,1,0)}
Ya sabemos que los vectores son L.D. y ninguno de ellos es mdltiplo de otro,
asi que alguno de ellos es combinacion lineal de los demas, Dim(S) =2.
Una base de S estaria formada por dos vectores del conjunto que sean L.1.,
por ejemplo, B, ={(10,2);(2,1,0)} (cualquiera de los otros dos pares
posibles de vectores sirven para determinar la base de S")

» Para k =3, el conjunto seria {(L 3,2);(5,1,6);(5,1,6)}
Ya sabemos que los vectores son L.D., pero ademas, los Ultimos dos vectores
son iguales, y los dos primeros no son multiplos, entonces Dim(S’) =2.
Una base de S’ estaria formada por los dos primeros vectores del conjunto,
que son L.1., B, ={(1,3,2);(5.16)}

Aplicaciones:
En la Unidad N° 1, hemos visto el producto escalar entre dos vectores, repasémoslo:

Producto escalar o producto interno:

Sean V=(X;X,i X X ) Y W= (Y5iYaYaree

+y,) dos vectores de R", se denomina producto
escalar o producto interno entre los vectores Vv vy

W al escalar que se obtiene de la siguiente

manera.
VOW=X1.y1+X2.y2+X3.y3+...+xn.yn
Ejemplos:
1) v=(22,-35
) ( ) = vw=24+2(-3)+(-3).1+51=8-6-3+5=4
w=(4-311)
2) v=(—4;0;5)
wo(t—2z6) [ = VW=(-4).1+0.(-2)+5(-6)=-4+0-30=-34

3) v=(-2-3,3,20)
w=(—4,-2,-8,57)
4)  Sea p:(20;12;15) es vector que representa los precios de tres bienes: lapiz, goma y regla

} = vw=(-2).(-4)+(-3).(-2)+3.(-8)+2.5+0.7=8+6-24+10+0=0

que Mauro compro en la libreria antes de entrar a un examen, y sea C = (2; 2;1) el vector que

representa las cantidades de cada uno de los articulos comprados, respectivamente. El
producto escalar pec=20.2+12.2+15.1=40+24+15=79 representa la cantidad abonada

por Mauro en la libreria.
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Ecuacion presupuestaria:

Uno de los modelos mas utilizados para explicar el funcionamiento de la demanda es el de la
utilidad marginal.

El consumidor suele tener muchos bienes o servicios entre los cuales puede elegir, pero un monto
fijo de dinero que puede gastar. La ecuacion presupuestaria representa las combinaciones de bienes
0 servicios que son alcanzables para el consumidor, segn su renta y los precios de los bienes.

Las restricciones que tiene el consumidor a la hora de elegir el conjunto de bienes o servicios, son
su renta y los precios de los bienes o servicios. Cuanto mayor sea el precio de un bien, menos puede
consumir de dicho bien.

Si consideramos que los bienes o servicios elegidos por un consumidor son X,, X,,---, X, , CUyos
precios son, respectivamente p,, p,,---, p, Y las cantidades de cada uno de ellos son X, X,,--+, X,
respectivamente, y llamamos | al ingreso del consumidor, podemos definir al vector de precios
p=(p. P, P,) Y al vector de cantidades X =(x,X,,---,X, ), entonces el producto escalar de

los vectores p y X da por resultado el costo de consumir todos los bienes, que es menor o igual al
ingreso o renta | del consumidor. A esta relacion se la denomina restriccion presupuestaria:

peX < |
Cuando el consumidor utiliza toda la renta para el consumo de los bienes o servicios, nos queda

una ecuacion gue se conoce como ecuacién presupuestaria o ecuacion de balance del consumidor:
peX =1 ————  Ecuacion Presupuestaria o Ecuacion de Balance

Desarrollando el producto escalar, nos queda que la ecuacién presupuestaria es:
PLX 4 PpXo +oo ot PpX, =1
Se supone que no existe posibilidad de endeudamiento.

Si consideramos que el consumidor destina todo su ingreso al bien X,, es decir, no consume

. . . . . |
ninguno de los otros bienes, entonces la cantidad que consumiria de este bienes x. = —.
Pi

Entonces x, =— representa la cantidad maxima que se puede adquirir del bien o servicio X,, sin
Pi
consumir ninguno de los otros bienes o servicios.

Por otro lado, supongamos que el consumidor se encuentra en un punto de la ecuacion
presupuestaria y desea aumentar su consumo del bien X, en Ax;. Para poder seguir cumpliendo con

la restriccion de su ingreso debera reducir el consumo de algin bien X; en Ax;

L. AX. p.
En este caso, el coeficiente —=—"—
AX; P;

quiere consumir mas bien X,, debe enfrentar el costo de renunciar a un mayor consumo del bien
X ;. Por eso este coeficiente tiene signo negativo, ya que en el equilibrio, si el consumidor quiere
aumentar el consumo de un bien, debe disminuir el consumo del otro bien.

mide el costo de oportunidad del consumidor. Si este

% Supongamos que tenemos dos bienes X, y X,, el vector de precios es p:(pl, pz) y el

vector de cantidades X =(x,,X, ), entonces la restriccion presupuestaria es:
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pl'X1 + p2'X2 < I
Cuando el consumidor utiliza toda la renta para el consumo de ambos bienes, nos queda la
ecuacion presupuestaria o ecuacion de balance o recta de balance del consumidor:

DX + P, X, = I > Ecuacién Presupuestaria o Ecuacion de Balance
1 2'72 o Recta Balance

Si el consumidor destina todo su ingreso al bien X,, es decir, no consume del bien X,,

entonces la cantidad maxima que consumiria de este bienes x,,, =—.
Py
Si el consumidor destina todo su ingreso al bien X,, es decir, no consume del bien X,,

entonces la cantidad maxima que consumiria de este bienes x, . =—.
P,

Si el consumidor se encuentra en un punto de la ecuacién presupuestaria y desea aumentar
su consumo del bien X, en Ax, y quiere seguir cumpliendo con la restriccion de su ingreso,

debera reducir el consumo del bien X, en Ax,

. . . . AX
El coeficiente que mide el costo de oportunidad del consumidor es A—Z = —&, en este caso
X P,
es la pendiente de la recta balance, que representa la ecuacion presupuestaria para estos dos

bienes.

X2

X2Max = lip2f

Combinacidén no alcanzable

Ecuacion Presupuestaria

Espacio presupuestario:
Conjunto de infinitas combinaciones
de bienes X1y X2 que un consumidor

puede adquirir sin gastar toda su renta.

A 4
x1Max = lfp1

% Supongamos que tenemos tres bienes X,, X, y X, el vector de precios es p =( Py Py p3)

y el vector de cantidades X = (x1, X, , x3), entonces la restriccién presupuestaria es:

PrX + P X, + PyXy <
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Cuando el consumidor utiliza toda la renta para el consumo de ambos bienes, nos queda la
ecuacion presupuestaria o ecuacion de balance o recta de balance del consumidor:

X 4+ D..X. 4+ D..X. =] ——»  Ecuacion Presupuestaria o Ecuacion de Balance
P2 Pz % + P o Plano Balance

Si el consumidor destina todo su ingreso al bien X, , es decir, no consume de los bienes X,

: (. y . I
y X, entonces la cantidad maxima que consumiria de este bienes x . =—

P
Si el consumidor destina todo su ingreso al bien X, , es decir, no consume de los bienes X,

y X, entonces la cantidad maxima que consumiria de este bienes x,, . =—.
P,

Si el consumidor destina todo su ingreso al bien X, es decir, no consume de los bienes X,

y X,, entonces la cantidad maxima que consumiria de este bienes x,, . =—.
Ps

Cambios en la restriccion presupuestaria:

Una cosa importante es analizar qué ocurriria si varian las restricciones del consumidor, es decir, si
aumenta o disminuye la renta del consumidor o cambian los precios de los bienes.

+ Cambios en el ingreso

Cuando el ingreso de un consumidor varia, ceteris paribus los precios de los bienes y servicios, las
cantidades de los bienes que éste puede adquirir también lo haran:
- Un aumento en el ingreso viene acompafiado de un aumento en las posibilidades de
consumo. La recta de balance se desplazara a la derecha.

- Una caida en el ingreso viene acompafiando de una reduccién en sus posibilidades de
consumo. La recta de balance se desplazara a la izquierda.

x2Max = 12/p!

x2Max = 1/p:

X1

1Max = 13/p1 x1Max = 11/p1 x1Max = 12/p1

En ese caso, el costo de oportunidad es el mismo.
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+ Cambio en un precio

Analizar los cambios en precios, es diferente que el de cambios en el ingreso, ya que al
cambiar algun precio, el area de eleccion del consumidor se modificard a través de un
cambio en la pendiente de la restriccion presupuestaria, es decir, mediante un cambio en el
costo de oportunidad entre el consumo de ambos bienes.

Supongamos un aumento en el precio del bien X,, ceteris paribus el precio del bien X, y el

ingreso. El area de eleccion del consumidor disminuye en funcién del bien cuyo precio
aumenta.

Tenemos los dos bienes X, y X,, el vector nuevo de precios es p =( p;, p2) y el vector de
cantidades X =(x;,X, ), entonces la nueva ecuacioén presupuestaria es:

PrX; + PyX, =1
Si el consumidor destina todo su ingreso al bien X,, es decir, no consume del bien X,,

. . . . |
entonces la cantidad maxima que consumiria de este bien es x/ . =— con X/ . <X, .
Py

pues p; > p, .
Si el consumidor destina todo su ingreso al bien X,, es decir, no consume del bien X,,
entonces la cantidad méxima que consumiria de este bien es x =—, igual que si no

2MAX
2

hubiese aumentado X, .

X2

¥2Max = IIDZ‘

Ec. Presupuestaria

Ec. Presupuestariafiueva

Nuevo espacio presupuestario

4 A 4
x 1Max = I/p'1 x1Max = I/p1

En consecuencia, ante el aumento en el precio de un bien, ceteris paribus lo demas, el poder
adquisitivo del consumidor disminuird y en consecuencia también lo haran sus posibilidades
de consumo.

Si por el contrario disminuye el precio de un bien, ceteris paribus lo demas, el poder
adquisitivo del consumidor se incrementard y en consecuencia también lo haran sus
posibilidades de consumo.
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Ejemplos:

1) EIl encargado de las compras de un restaurante dispone de $ 900 diarios para comprar la

lechuga, los tomates y las zanahorias para las ensaladas. El kilo de lechuga cuesta $ 25, el kilo

de tomates cuesta $ 30 y el kilo de zanahorias cuesta $ 10.

a) Plantear la ecuacion presupuestaria diaria.

b) Determinar la cantidad de zanahoria que puede comprar con dicho presupuesto, suponiendo
que un dia decide no comprar lechuga ni tomates.

c) Si compra 12 kilos de lechuga y 4 kilos de tomates, ¢cuantos kilos de zanahorias debe
comprar para agotar el presupuesto?

d) Si compra 12 kilos de lechuga, ¢cual es la ecuacion presupuestaria correspondiente a las
posibilidades de consumo de tomates y zanahorias? Graficarla.

Resolucion:

Como el presupuesto del que dispone el encargado de este restaurante es de $ 900, entonces
I =900

Como el kilo de lechuga cuesta $ 25, entonces p, =25 y X, es la cantidad de kilos de lechuga.
Como el kilo de tomates cuesta $ 30, entonces p, =30 y x, es la cantidad de kilos de tomates.

Como el kilo de zanahorias cuesta $ 10, entonces p, =10 y x, es la cantidad de kilos de
zanahorias.

Por lo tanto, el vector de precios es p=(25,30,10) y el vector de cantidades es X =(X,,X,,X;)
(a) Plantear la ecuacion presupuestaria diaria.
(25,30,10)+( X, X,, X, ) =900
25%, +30x, +10x, =900

(b) Determinar la cantidad de zanahoria que puede comprar con dicho presupuesto,
suponiendo que un dia decide no comprar lechuga ni tomate.
Si no compra lechuga ni tampoco tomate, entonces x, =0 y x, =0, por lo tanto,
25.0+30.0+10x%, =900
10x, =900 de donde obtenemos: X, =90

Si no compra lechuga ni tomates, ese dia puede adquirir 90 kilogramos de
zanahorias.

(c) Si compra 12 kilos de lechuga y 4 kilos de tomates, ¢cuantos kilos de zanahorias
debe comprar para agotar el presupuesto?

Si compra 12 kilos de lechuga, x, =12 y si compra 4 kilos de tomates, X, =4
entonces:
25.12+30.4+10x, =900

300+120+10x, =900

420+10x, =900

10x, =900—-420

10x, =480

X, =48

Para agotar el presupuesto debe comprar 48 kilos de zanahorias.
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(d) Si compra 12 kilos de lechuga, ¢cudl es la ecuacion presupuestaria
correspondiente a las posibilidades de consumo de tomates y zanahorias?
Graficarla.

Si compra 12 kilos de lechuga, x, =12 entonces:
25.12+30.x, +10x, =900

300+30.x, +10x, =900

30.x, +10x, =900—300

30.x, +10%; =600 ——  Ecuacion presupuestaria para consumo de tomates y zanahorias.

2) Se dispone de un presupuesto de $ 960 para la compra de cuadernos y lapiceras. Cada cuaderno
tiene un precio de $ 32 y con este presupuesto, si se compran solo lapiceras, se pueden comprar
60 lapiceras.

a) ¢Cual es el vector de precios?

b) Plantear la ecuacion presupuestaria.

c) Sise compran 32 lapiceras de colores (todas tienen el mismo precio), ¢cuantos cuadernos se
deben comprar para agotar el presupuesto?

d) ¢Cual es la cantidad méaxima de cuadernos que se pueden comprar?

e) Graficar la recta que contiene todas las posibilidades de consumo de cuadernos y biromes
para este presupuesto.

f) Si las lapiceras sufren un incremento del 20%, ¢;cuél es la nueva ecuacion presupuestaria?
Graficarla

Resolucion:

Como el presupuesto del que se dispone es de $960, entonces | =960

Como el precio de cada cuaderno es de $ 32, entonces p, =32 y x, es la cantidad de cuadernos.
El precio de cada lapiceraes p, y x, =60 es la cantidad maxima de lapiceras que se pueden
adquirir.

Por lo tanto, el vector de precioses p=(32, p,) y el vector de cantidades es X =(x,,x,)

(a) ¢Cuédl es el vector de precios?
Nosotros sabemos que la ecuacidn presupuestaria es

(32, Py )+(%, %) = 960
32X+ p,-X, =960
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Como 60 es la cantidad maxima de lapiceras que se pueden adquirir,
entonces si x, =60, x =0. Reemplazando en la ecuacion presupuestaria
queda:
32.0+ p,.60=960

960
P = 60
El precio de cada lapiceraes $ 16
El vector de precios es p=(32,16)

p,.60 =960 16

(b) Plantear la ecuacion presupuestaria.

Ya teniamos planteada la ecuacion presupuestaria, faltaba completarla con el
precio de las lapiceras que obtuvimos en el item anterior:
32.X, + p,.-X, =960

32.x, +16.X, = 960

(c) Si se compran 32 lapiceras de colores (todas tienen el mismo precio),
(cuantos cuadernos se deben comprar para agotar el presupuesto?
Si se compran 32 lapiceras de colores, entonces x, =32 y precisamos saber
cuanto vale x,, entonces:
32.x,+16.32 =960
32.x,+512 =960
32.x, =960—-512
448

Si se compran 32 lapiceras, se pueden comprar hasta 14 cuadernos.

(d) ¢ Cual es la cantidad méxima de cuadernos que se pueden comprar?
Pasa saber la cantidad maxima de cuadernos que se puede comprar, debemos
tener en cuenta que no se compran lapiceras, entonces x, =0; reemplazando,
tenemos:
32.x, +16.0=960
32.x, +16.0=960
960

32%,=960 = x=—=30

La cantidad maxima de cuadernos que se pueden comprar es 30 unidades.

(e) Graficar la recta que contiene todas las posibilidades de consumo de
cuadernos y biromes para este presupuesto.
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presupuestaria? Graficarla.

En el item (a) habiamos calculado que el precio de las lapiceras es de $16. Si
aumentan un 20%, para un mismo presupuesto vamos a poder comprar una
cantidad maxima menor que antes de lapiceras.

Precio anterior de cada lapicera: p, =16

Nuevo precio de cada lapicera: pl' =16.1,20=19,20
Entonces el nuevo vector de precios es: p’'= (32;19, 20)

Y por lo tanto, la nueva ecuacion presupuestaria es: 32.x, +19,20.x, =960

Como los cuadernos mantienen el precio, la cantidad maxima de cuadernos
que se puede comprar es la misma, 30, pero van a ser menor la cantidad de
lapiceras:

Si x, =0 entonces:
32.0+19,20.x, =960
960

19,20
En “el mismo grafico” que antes, para notar la diferencia:

19,20, =960 = x = 50

32x1+16x2 = 960

2 =960
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3) La ecuacion presupuestaria de un consumidor que dispone de $ 18000 para la compra de tres
productos A,ByC es: ax +100x,+bx,=18000. La maxima cantidad de unidades del
producto A que el consumidor puede adquirir es 45. Un posible vector de cantidades es
X =(20,22,26)

a) ¢Cual es la maxima cantidad de unidades que puede comprar del producto B ?

b) Determinar los valoresde ayb.

c) ¢Cual es el vector de precios?

d) ¢Cual es la maxima cantidad de unidades que puede comprar del producto C ?

e) Si el consumidor adquiere 30 unidades del bien A, ¢cual es la ecuacion presupuestaria que
muestra las posibles combinaciones que se pueden consumir de los bienes ByC?
Graficarla.

f) Este consumidor tiene un ascenso en su trabajo, por el cual ahora dispone de un 30% mas
para la adquisicion de estos tres bienes. ¢ Cual es la hueva ecuacion presupuestaria?

g) Si el consumidor adquiere 30 unidades del bien A, ¢cual es la nueva ecuacion
presupuestaria que muestra las posibles combinaciones que se pueden consumir de los
bienes B y C ? Graficarla.

h) En este Gltimo caso, ¢en qué porcentaje aumento el presupuesto de para los bienes By C ?

i) Sien un periodo hubo una inflacion del 30% que afecté a los tres bienes, pero el mantiene él
presupuesto de su ascenso, ¢cudl es la nueva ecuacion presupuestaria?

j) Si el consumidor adquiere 30 unidades del bien A, ;cual es la nueva ecuacion
presupuestaria que muestra las posibles combinaciones que se pueden consumir de los
bienes B y C, luego del aumento? Graficarla y sacar conclusiones.

Resolucion:
La ecuacion presupuestaria de este consumidor es: ax, +100x, +bx, =18000.

Cantidad maxima de unidades del producto A: x, =45
Un vector de cantidades es X =(20,22,26)

(a) ¢Cual es la maxima cantidad de unidades que puede comprar del producto B ?
La méaxima cantidad de unidades que puede comprar del producto B es cuando se
no se adquieren unidades de los productos Ay C, entonces x, =0 y x,=0.
Reemplazando:
ax, +100x, +bx, =18000
a.0+100x, +b.0 =18000

100x,=18000 = %, =90, _1g0

100
La maxima cantidad que puede comprar del producto B es 180 unidades.

(b) Determinar los valoresde ayb.

Para determinar los valores de a y b, vamos a utilizar los datos:

Cantidad méxima de unidades del producto A se puede adquirir asumiendo que
no se compran productos ByC, entonces: x =45, x,=0 y Xx,=0.
Reemplazando:

ax, +100x, +bx, =18000

a.45+100.0+b.0=18000
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(©)

a45=18000 = a= 18000 = a=400

45
Por lo tanto, la ecuacion presupuestaria estaria quedando asi:
400x, +100x, + bx, =18000

Un vector de cantidades es X =(20,22,26), entonces: x =20, x,=22 y
X; = 26 . Reemplazando:

400, +100x, +bx, =18000

400.20+100.22+.26 = 18000
8000+ 2200+b.26 =18000
10200+b.26 = 18000
b.26 =18000 10200

_ 7800

b.26=7800 = b=——
26

La ecuacion presupuestaria es:  400x, +100x, +300x, =18000

b =300

¢Cudl es el vector de precios?
Dado que la ecuacion presupuestaria es 400x, +100x, +300x, =18000, entonces

el vector de precios es p =(400,100,300)

(d) ¢Cudl es la maxima cantidad de unidades que puede comprar del producto C ?

(€)

La mé&xima cantidad de unidades que puede comprar del producto C es cuando
se no se adquieren unidades de los productos Ay B, entonces x, =0 y x, =0.

Reemplazando:
400x, +100x, +300x, =18000

400.0+100.0+300x, =18000

300x, =18000 = Xy = %

La maxima cantidad que puede comprar del producto C es 60 unidades.

X; =60

Si el consumidor adquiere 30 unidades del bien A, ;cual es la ecuacion
presupuestaria que muestra las posibles combinaciones que se pueden consumir
de los bienes B y C ? Graficarla.

Si el consumidor adquiere 30 unidades del bien A, entonces x, =30.

Reemplazando:
400x, +100x, +300x, =18000

400.30+100x, + 300x, =18000

12000+100x, +300x, =18000

100x, +300x, =18000—12000

100x, +300x, = 6000

Ecuacion presupuestaria de los bienes B y C: 100x, +300x, = 6000
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\""‘*_-1 100x2+300x3 = 6000

(F) Este consumidor tiene un ascenso en su trabajo, por el cual ahora dispone de un
30% mas para la adquisicion de estos tres bienes. ¢Cual es la nueva ecuacion
presupuestaria?

El presupuesto anterior del consumidor: 1 =$18000

El nuevo presupuesto del consumidor sera un 30% mayor:
| =$18000.1,30 = 23400

Entonces, la nueva ecuacion presupuestaria es: 400x, +100x, +300x, = 23400

(9) Si el consumidor adquiere 30 unidades del bien A, ¢cuél es la nueva ecuacion
presupuestaria que muestra las posibles combinaciones que se pueden consumir
de los bienes By C ? Graficarla

400x, +100x, +300x, = 23400

400.30+100x, +300x, = 23400

12000 +100x, +300x, = 23400

100x, +300x, = 23400—-12000

100x, +300x, =11400

Ecuacion presupuestaria de los bienes B y C: 100x, +300x, =11400

TS 100k + 300x3 = 11400

\'ﬂm 100%24300x3 = 6000
0
0 n 0 30 a 50 )
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(h) En este ultimo caso, ¢en qué porcentaje aumentd el presupuesto de para los
bienes By C ?
El presupuesto primero para los bienes B y C era de $ 6000 y el actual es de $

11400, entonces, para saber en qué porcentaje aumentd, buscamos el coeficiente
que los relaciona:
11400 19 ~190

6000 10
El nuevo presupuesto aumento en un 90%

(i) Sien un periodo hubo una inflacion del 30% que afecté a los tres bienes, pero él
mantiene el presupuesto de su ascenso, ¢cual es la nueva ecuacion
presupuestaria?

Si en el periodo hubo una inflacion del 30%, el nuevo vector de precios sera:
p'=1,30.p =1,30.(400,100,300) =(520,130,390)

Entonces, luego de la inflacion, la ecuacion presupuestaria sera:

520x, +130x, +390x, = 23400

(1) Si el consumidor adquiere 30 unidades del bien A, ;cuél es la nueva ecuacion
presupuestaria que muestra las posibles combinaciones que se pueden consumir
de los bienes B y C, luego del aumento? Graficarla y sacar conclusiones.

520x, +130x, +390x, = 23400

520.30+130x, +390x, = 23400

15600 +130x, +390x, = 23400

130x, +390x, = 23400 —-15600

130x, +390x, = 7800

Ecuacion presupuestaria de los bienes B y C: 130x, +390x, = 7800

100 {x3
90
80

70

100x2 + 300x3 = 11400

100x2+300x3 = 6000

[30x1 + 390x2 = 7800
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La nueva ecuacion presupuestaria, luego del célculo de inflacién para los bienes
By C, es equivalente a la ecuacion presupuestaria antes de la inflacién y antes del
ascenso, ya que el porcentaje de inflacion y el aumento del presupuesto por el
ascenso, es del 30%, el mismo en ambos casos. Por lo tanto, las posibilidades de
consumo son las mismas que en un principio. Financieramente, este consumidor,
luego de la inflacion, se encuentra en las mismas condiciones que las que tenia antes
del ascenso.
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