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Unidad N2 1: Matrices y determinantes

1.1. Definicion de matriz

Las matrices son ampliamente utilizadas para guardar o brindar informacién de
manera sintética. Por ejemplo podemos almacenar las ventas realizadas cada dia de
cada mes del afo, la tabla de horarios de un curso, los gastos mensuales en distintos
rubros, etc.

Se llama matriz a un arreglo rectangular de escalares dispuestos en m filas (o
renglones) y n columnas, con m y n enteros positivos.

Las matrices se nombran con letras mayusculas. Asi podemos hablar de la matriz A, la
matriz B, etc.

Los m x n escalares de la matriz se denominan elementos y llevan se nombre con letras
minusculas y de acuerdo a la fila y columna que ocupan (en ese orden).

a, a, alj a,,
Ay Ay Ay, a,,
Amxn =
all ai2 aij am
_aml am2 amj e amn h

donde a; es elemento genérico que se encuentra en la fila i y columna j y asi por

ejemplo: a,, es el elemento que se encuentra en la fila 2 y columna 1. Es decir que se
nombra siempre primero la fila y luego la columna, como subindice en ambos casos.

1.2. Tamano u orden de una matriz

Una matriz de m filas y n columnas es de tamafio u orden m x n (se lee m por n). Y asi
podremos clasificar a las matrices de acuerdo a los valores de m y n, como sigue:

m #n = la matriz es rectangular
por ejemplo:

[E—
WL - O
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m =n = la matriz es cuadrada

por ejemplo:
-1 0 2
1 -3
05 6 -4

3x3

Dentro de una matriz cuadrada, los elementos a;;, az, ass,

v, Aiky-.., Aunforman la

diagonal principal y los elementos a;u, azu-1, asn-2, ...,Qk n+i-k..., ani forman la diagonal

secundaria.

m =1 = es una matriz fila o vector fila

por ejemplo:
[2 -1 0 -5 2}
3 1x5

n =1 = es una matriz columna o vector columna
por ejemplo:

1

2

-3

_1 4x1

Diagonal
principal

Diagonal
secundaria

Notar que si una de las dimensiones de la matriz es uno, podemos utilizar el nombre

vector en lugar de matriz.
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1.3. Igualdad de matrices

Dos matrices A y B son iguales si tienen el mismo tamano y si todos sus elementos
correspondientes son iguales. En simbolos:

A=B = UiUj:a; =b;

V)

Por ejemplo, dadas:
-1 0 -1

)

()

QN =
()

(OS]

|

[\®)

—_—

)
[OSESNE

-2 -1 -2 -1

A = C ZBya que aunque la matriz B tiene los mismos numeros como elementos,
éstos no ocupan la misma posicion.

1.4. Transpuesta de una matriz

Dada una matiz A, se dice que B €s su matriz transpuesta = Uiilj:a; =b,. La

matriz transpuesta de A se simboliza con A”.

Para simplificar la definicidon, la matriz transpuesta es aquella cuyas filas son las
columnas de la matiz original y cuyas columnas son las filas de la matriz original; por
ello si la matriz original es de orden m x n, su transpuesta sera de orden n x m.

Por ejemplo, si tenemos la matriz:

-1 O
1 L
A= 2
0O 3
-2 -1

4x2

su transpuesta sera:

0 -2
3 -1
2x4

Otro ejemplo: si tenemos la matriz:

~
1
1
o |
—
N | = =
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0 -1 2
B={02 5 -1
-2 3 -l

su transpuesta sera:

0 02 -2

1.5. Otras matrices especiales

1.5.1. Matriz nula o matriz cero

Se denomina matriz nula o matriz cero y se simboliza con O, a la matriz tal que:
Ui,0j:a; =0

es decir, aquella matriz donde todos los elementos son cero.

Por ejemplo:

o O O
o O O

es la matriz nula de 3 x 2.

1.5.2. Matriz diagonal

Se denomina matriz diagonal a la matriz cuadrada tal que:
aij=0 sii Zj

es decir, aquella matriz cuadrada donde los elementos fuera de la diagonal principal
son cero.

Por ejemplo:
-2 0 0
0 30
0 01

es una matriz diagonal de 3x3.
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1.5.3. Matriz identidad

Se denomina matriz identidad y se simboliza con I, a la matriz cuadrada tal que:
aiji=1 sii=j
aij=0 sii Zj

es decir, aquella matriz cuadrada donde los elementos de la diagonal principal son 1y
el resto de los elementos son cero. La matriz identidad es una caso especial de matriz
diagonal.

Por ejemplo:
1 0 0O
01 00
0010
0 0 01

es la matriz identidad de 4 x 4.

1.5.4. Matriz triangular superior

Se denomina matriz triangular superior a la matriz cuadrada tal que:
aij=0 sii>j

es decir, aquella matriz cuadrada donde los elementos debajo de la diagonal principal
son cero.

Por ejemplo:
5 1 -1
0 -3 2
0 0 4

es una matriz triangular superior de 3x3.

1.5.3. Matriz triangular inferior

Se denomina matriz triangular inferior a la matriz cuadrada tal que:
aij=0 sii<j

es decir, aquella matriz cuadrada donde los elementos sobre |la diagonal principal son
cero.

Por ejemplo:
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50 00
3 -2 00
6 -3 30
1 6 0 7

es una matriz triangular inferior de 4x4.

1.4.6. Matriz simétrica

Se denomina matriz simétrica a aquella matriz tal que:

AT=A

es decir, aquella matriz cuya transpuesta es igual a la matriz original. Como puede
deducirse facilmente las matrices simétricas son siempre cuadradas.

Por ejemplo:
(1 2 -1
2 0 -3
-1 -3 5
es una matriz simétrica de 3 x 3, ya que su transpuesta es:
(1 2 -1
2 0 -3
-1 -3 5

1.4.7. Matriz antisimétrica

Se denomina matriz antisimétrica a aquella matriz tal que:

AT

-A

es decir, aquella matriz cuya transpuesta es igual a la opuesta de la original (con todos
sus elementos cambiados de signo). Como puede deducirse facilmente las matrices
antisimétricas son también siempre cuadradas.

Por ejemplo:
0 2 -1]
-2 0 -3
1 3 0]
es una matriz antisimétrica de 3 x 3, ya que su transpuesta es:
0 -2 1]
2 0 3
-1 =3 0]

En una matriz antisimétrica, los elementos de la diagonal principal son siempre nulos.

10
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1.6. Operaciones con matrices

1.6.1. Suma algebraica de matrices

Dadas dos matrices A = (aij) ¥ B = (bij), la suma A + B serd otra matriz Cyun =
(cy)/ Ui,Uj : cij = ajj + byj.

a, a4, - q, b, by, In
a a - a b b . b
21 » 2 21 2 )
A=| . : M1 0OB=| . =
aml am2 e amn bml bm2 e bmn
a, +b, a,+b, - a,*Dh,
C=A+B-= a, +b, a,+tb, - a,,tb,
aml + bml amZ + me o amn + bmn

Asi, por ejemplo:

1 -2 0 2 -1 3 3 -3 3
A= B = =>C=A+B=

05 -3 06 -1 2 04 -05 -1 1

1.6.2. Multiplicaciéon de una matriz por un escalar

Dados un escalar ALJR y una matriz A = (aij), la multiplicacion AA serd otra matriz
B = (by) / Ui, Uj : by = Aaj.

a, dap a, Aa,  Aa, - Aaq,
a a a Aa Aa - Aa
21 2 2 21 2 2
A= : "| =>B=NA= . . !
aml amZ amn Aaml AamZ o Aamn

Asi, por ejemplo:

1 -2 0 -2 4 0
A= = B=(-2)A=
05 -3 06 -1 6 -12

11
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1.6.3. Producto de matrices

Dadas dos matrices Ay = (aij) y Bixn = (bij), producto A.B sera otra matriz Coun = (cij) /

[
U, Lj: ¢j= Zaik by; .

k=1

En otras palabras, cada elemento del producto se obtiene al sumar los productos de
las filas de la primera matriz con las columnas de la segunda.

Para que el producto de matriz esté definido y pueda realizarse es preciso que la
cantidad de columnas de la primera matriz sea igual a la cantidad de filas de la
segunda.

Y a su vez el resultado de la multiplicacion tendra tantas filas como la primera matriz y
tantas columnas como la segunda matriz.

En simbolos,

Amxi . Bixn = men

L=1]

i i
bu blz iblj P bln
1 1
b21 bzz iszi b2n
. 1 . 1 .
L
1 1
bzl bi2 :bz] : bin
. P .
L
1
A.B=C by by by e by
— —— : : =
ap ap a; a Cn Ci2 - Cijt Cin
1 1
a  dyp a,; a, Cy Oy "Gy Cap
. . . Lo .
i i
................................... e
a; a; aij a; Ci Cir :__CILIE Cin
_aml am2 amj T aml i _le Cm2 ij T Cmn h
donde ¢; =a;b,; +a,b,; +---+a,b;
Asi, por ejemplo:
2 -1
1 -2 0 2 =7
A= 0OB=|0 3 |=>AB=C=
-1 2 1 -1 5
1 -2

12
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A.B=C |1 -2
1 -2 0ol|[2 -7
-1 2 1)|[-1 5

donde los resultados surgen de:

1.2+(-2).0+0.1 =2+0+0 =2

1.(-1)+(-2).3+0.(-2) =-1-6+0 = -7

(-1).2+42.0.41.1 = -2+0+1=-1

(-1).(-1)+2.3+1.(-2) = 1+6-2 =5
Otro ejemplo:

1 3 -1 5 2 -1 17 23
D= OE = = DE=F-=
-1 0 0O 4 7 1 -5 =2
-1 5 2
D.E=F 0 4 7

1 3 -1 17 23
-1 0 1 -5 -2

1.(-1)+3.0=-140=-1
1.5+3.4=5+12=17
1.243.7=2+21=23
(-1).(-1)+0.0=1+0=1
(-1).5+0.4 = -5+0 = -5
(-1).2+0.7 =-2+0 = -2

donde los resultados surgen de :

1.6.4. Potencia de una matriz

La potencia de una matriz se define en términos de multiplicacion de la matriz por si
misma un numero finito de veces.

Para que esté definida la potencia la matriz debe ser cuadrada ya que para poder
multiplicar el nimero de columnas de la primera matriz debe ser igual al nUmero de
filas de la segunda y en el caso particular de la potencia al ser ambas matrices iguales,
su nimero de columnas debe ser igual a la cantidad de filas de esa misma matriz, por
lo cual debe ser cuadrada.

13
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1
Asi por ejemplo, dada A = {0 5 } para hallar A% tendremos que multiplicar tres

veces dicha matriz:

1 -7
por lo tanto, A’ =
0 8

1.7. Propiedades de las operaciones matriciales

Las operaciones entre matrices cumplen con las siguientes propiedades:

A+B=B+A Conmutativa para la suma
(A+B)+C=A+(B+ C) Asociativa para la suma
AA+B)=AA+AB Distributivas para la suma
(A1+A2) A = A1A + A T

A+0=A Elemento neutro para la suma
A+ (-A)=0 Elemento inverso para la suma
1.A=A Elemento neutro para multiplicacién por un escalar

AA=0=A=0[A=0

(A1A2) A=A1.(A2.A) Asociativa para la multiplicacién por un escalar
AlI=1A=A Elemento neutro para el producto de matrices
A.BZB.A No conmutativa para el producto

(A+B).C=A.C+B.C Distributivas para el producto de matrices
A.(B+C)=AB+AC
(A.B).C = A.(B.C) Asociativa para el producto

0OA=A0=0 Elemento absorvente para el producto
[AZOCB#0O/AB=0

aunque [ 1 -1]|2 -1 0 0
Ej: d =
-3 312 -1 0 0

14
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AB = A.C%B =C No cancelativa
BA=CAAB=C
(A.B)"=BT. AT

1.8. Determinantes

El determinante es una funcion que se aplica a matrices cuadradas y que da como
resultado un nimero real. Si A es una matriz cuadrada su determinante se denota |A| y

se calcula de la siguiente manera:

Si A= [a“] = |A| =a,,. Es decir que para una matriz cuadrada de orden 1, el

determinante es igual al Unico elemento de la matriz.

. a,;, G .
Si A 2[ = |A| =a,,.a,, —a,,.a,,. Para una matriz cuadrada de orden 2 el
4y, a4y

determinante es la diferencia entre el producto de la diagonal principal y la secundaria.

2 1
Asi, por ejemplo si tenemos A = {3 2} = |A| =2.(2)-13=-7.

Para calcular determinantes de matrices de mayor tamafio, debemos utilizar el
concepto de cofactor. Para ello, dada una matriz cuadrada A de orden n (n>2) se
puede asociar cada elemento de la matriz con un menor complementario que es el
determinante de la matriz que queda al eliminar la fila y la columna del elemento en
a4y 4y
cuestion. Por ejemplo, dada una matrizde 3x3: A=|a,, a,, a, |,elmenor
a; dyp  dgy

a a; . )
ya que quitamos la fila2 vy la

aszy Qs

complementario del elemento a,,, sera

Todos los menores complementarios de una matriz de orden n seran de un orden
inferior: n-1.

i+j

Se llama cofactor de un elemento a; de una matriz al producto de (=1)""/ por el

menor complementario de dicho elemento. Es decir, que se multiplica al menor
complementario por un factor que serd 1 6 (-1) de acuerdo a la posicidn del elemento
en cuestion. Por ejemplo, en una matriz de 3x3, el cofactor del elemento a,, sera:

15
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a a a a a a
12 13 2 43 2 43 .
(-n*! =(-1° =(-1) , mientras que el cofactor del
Qs Az sy Qg Qs Qg
a,, a a,, a a,, a a,, a
, 1 13 11 13 TR LT 11 13
elemento a,, serd: (=1)*" =(-1* =(+]) =
Qs di Qs di Q3 Ayz| |d3 Qs

Para encontrar el determinante de cualquier matriz cuadrada A de orden n (n>2), se
selecciona cualquier fila (o columna) de la matriz y se multiplica cada entrada de la fila
(columna) por su cofactor. La suma de estos productos sera el determinante de A.

2 -1 3
Por ejemplo, sitenemos la matriz A=|3 0 —5|eldeterminante de A,
2 1 1
2 -1 3
desarrollado a través de los elementos de la segunda fila,sera: A=|3 0 -=5{,
2 1 1
_ |~ 3 2|2 3 232 1
|4 =3.(-1 | 1‘+o.(—1) ) 1‘+(—5).(—1) S ‘

A =3.(-D)(=4) +0.1.(-4) + (=5).(-D.4 =12+ 0 +20 =32

Para calcular determinantes de matrices de orden 4 o superior, se debe aplicar el
concepto de cofactores en forma reiterada hasta lograr determinantes de orden 2.

Para determinantes de orden 3 también se puede utilizar una regla practica, llamada
regla de Sarrus, que permite obtener el determinante sin utilizar cofactores. Dada una

a; 4, d4g

matrizde 3x3 A=|a,, a,, a,; |serepitenlasdos primerascolumnasde la

ay G 4z |Gy a4y
siguiente manera: A=|a, a, ay|a, a, Yyseconsideran losproductosde las

a4y Aaz Ay Ay

a

diagonal secundaria en signo negativo:

le
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all a12 a
A=|a, a5 a,, , el determinante surgira de restar esos productos, es
31 2 as
decir:

|A| =0,y Ay F A1y 0030y T A0y, 05, —(A1300,05, + QA5 +a150,,05;)

1.9. Propiedades de los determinantes

Si cada una de las entradas de una fila o columna de una matriz es 0, entonces
|A| =0. O dicho de otra manera, si una matriz cuadrada tiene una fila nula (o columna

nula), su determinante sera nulo.

Si dos filas (o columnas) son idénticas,

Al=0.

El determinante de una matriz triangular superior (o inferior) es igual al
producto de los elementos de la diagonal principal.

El determinante del producto de dos matrices de orden n es el producto de los
determinantes de cada una. Esto es: |A.B| = |A||B|

1.10. Operaciones elementales de linea

Las operaciones elementales de linea son operaciones que se realizan con las filas o
con las columnas de una matriz y que la transforman en una matriz equivalente.

En particular trabajaremos con las operaciones elementales de fila, pero es
importante aclarar que estas operaciones también pueden realizarse con columnas.

Las operaciones elementales de fila son:

1. Intercambiar una fila con otra. Se simboliza con R; - Rj, que significa
intercambiar las filas iy j.

2. Multiplicar una fila por un escalar distinto de cero. Se simboliza con R;— kR;,
que significa que a la fila i se la reemplaza por esa misma fila multiplicada por el
escalar k, con kZ0.

3. Sumar a una fila, otra fila multiplicada por un escalar distinto de cero. Se
simboliza con R; — R;+kR;, que significa que a la fila i se la reemplaza por esa misma
fila sumada con la fila j multiplicada por el escalar k, con kZ0.
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Por ejemplo, dada la matriz:

0 -1 -1

si aplicamos la primera operacién elemental de fila R; « R», es decir que
intercambiamos las filas 1y 2, resultaria:

0 -1 -1

si, ahora sobre la matriz resultante aplicamos la segunda operacién elemental de fila
R3 - (-1)R3, es decir que multiplicamos a la fila 3 por (-1), resultaria:

si, ahora sobre la matriz resultante aplicamos la tercera operacién elemental de fila
R>- R> +3.Rj, es decir que a la fila 2 le sumamos la 1 multiplicada por 3, resultaria:

o o =
— N O
— O N

donde los elementos de la fila 2 surgen de:

-3+3.1=-3+3=0
243.0=2+0=2 vy
3+3.2=3+6=09.

Las operaciones elementales de fila se utilizan para reducir las matrices a expresiones
mas simples equivalentes con la matriz original.

1.9. Matriz escalonada reducida - Método de Gauss-Jordan

El método de Gauss-Jordan es un método de reduccidon de matrices que intenta que la
matriz quede escalonada reducida o reducida por filas.
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Se denomina matriz escalonada reducida a aquella matriz que cumpla con las
siguientes condiciones:

1. El primer elemento no nulo de una fila es 1 y se lo denomina pivote o uno
principal.

2. Las filas nulas (si hubiera) se agrupan en la parte inferior de la matriz.
3. El pivote de cada fila aparece mas a la derecha que en las filas anteriores.

4. Las columnas de los pivotes tienen cero en las demas posiciones.

Asi, por ejemplo:

I 0 -2
01 1
0 0 O

es una matriz escalonada reducida.

En cambio:
1 0 -2
0 -1 1
0O 0 O

no es escalonada reducida porque el primer elemento no nulo de la segunda fila no es
1 sino (-1).

A su vez:
1 0 =2
0 0 O
01 1

no es escalonada reducida porque tiene una fila nula que no esta en la parte inferior
de la matriz.

Por otra parte:

01 1
1 0 -2
0 0 O

no es escalonada reducida porque el pivote o uno principal de la fila 2 estd mas a la
izquierda que el pivote de la fila 1.

Por ultimo:
1 -3 -2
0 1 1
0O 0 O
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tampoco es escalonada reducida porque en la columna del pivote de la fila 2 existe un
elemento no nulo (-3).

Para lograr que una matriz cualquiera quede escalonada reducida, el método de
Gauss-Jordan aplica operaciones elementales de fila.

Veamoslo con un ejemplo:

partiendo de la matriz A:

0O 1 0 4

1 1 1 7

2 4 2 23

-1 3 -1 10
si aplicamos

R; o R> (paratener un pivote 1 en la primera fila), obtendremos:

1 1 7
1 0 4
2 4 2 23
-1 3 -1 10

para lograr ceros por debajo de ese pivote aplicaremos

R3—> R3 +(-2)R; 'y

Rs— R4 +1.R;

donde (-2) y 1 son los opuestos de los numeros que intentamos anular y R; la fila del
pivote.

Asi lograremos:

Tomando ahora el 1 de la segunda fila como pivote, haremos cero por arriba y por
debajo del pivote, con las siguientes operaciones elementales:

Ri—> R; +(-1R2

R3— R3+(-2)R2 vy

Rs— Rs+(-4).R2

donde (-1), (-2) y (-4) son los opuestos de los nUmeros que intentamos hacer ceroy
R>, la fila del pivote.
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Logrando asi:

1 01 3
01 0 4
0 00

0 001

En la tercera fila tomaremos como pivote el 1 y haremos cero por arriba y por debajo
con las siguientes operaciones elementales de fila:

Ri— R; +(-3)R3

R>—> R> +(-4)R3 'y

Rs— Ry +(-1).R3

donde (-3), (-4) y (-1) son los opuestos de los nUmeros que intentamos hacer ceroy
R3, la fila del pivote.

Quedara entonces:

1 010
01 00
0 0 01
0 0 0O
que es una matriz escalonada reducida o reducida por filas.

1.10. Rango de una matriz

Se llama rango de una matriz a la cantidad de filas no nulas de su reducida por filas. Se
simboliza g(A).
Asi, en el ejemplo anterior, siendo la matriz escalonada reducida de A:
1 01 0
01 0O
0 0 0 1
0 0 0O
el rango sera p(A)=3

El rango de una matriz es, por supuesto, a lo sumo igual al nimero de filas de dicha
matriz, es decir, es menor o igual a m.

PAA) < m

El rango es la cantidad de filas linealmente independientes que tiene la matriz. Es
decir, la cantidad de filas que no dependen linealmente de otra u otras filas. Asi, por
ejemplo, si una de las filas de la matriz fuera igual al doble de otra o a otra fila
multiplicada por un escalar cualquiera; al reducir por filas a la matriz, esa fila se
anularia. Lo mismo pasaria si una fila fuera la suma de otras dos o mas filas o si fuese
una fila mas el doble de otra o alguna combinacién similar.
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1.11. Matriz inversa

Dadas las matrices cuadradas A y B de n x n. Se dice que B es inversa de A si y solo si
A.B = B.A = I. Si B existe, se dice que A es invertible o no singular. La inversa de A se
simboliza con A”. Por lotanto A A’ = A7 A =1

No toda matriz cuadrada es invertible, existen muchas matrices cuadradas que no
tienen inversa, a ellas se las denomina singulares o no invertibles.

Por otra parte si una matriz tiene inversa, ésta es Unica.

Demostraremos esto ultimo suponiendo que A tuviera dos inversas: By C.
BesinversadeA = AB=BA=1y

CesinversadeA =« AC=CA=1

Si a partir de A.B = I premultiplicamos por C miembro a miembro, tendremos:
CAB=ClI

y dado que Cesinversade A, CA =1

por lo tanto, queda:

ILB=ClI

y al ser I el elemento neutro del producto de matrices, tendremos que:
IB =B yque

Cl=cC

Por lo tanto concluimos que:
B =C = A" es Unica.

Para obtener la inversa de una matriz cuadrada, si existiera, se utiliza el método de
Gauss-Jordan partiendo de la matriz seguida por la identidad y aplicando las
operaciones elementales de fila a ambas matrices al mismo tiempo.

Si la matriz es invertible, al finalizar el proceso se obtendra la matriz identidad seguida
de su inversa.

Veamoslo con un ejemplo:
Para determinar la matriz inversa de:

1 2 0
01 -1
1 2 1

partiremos entonces de:

A |
)2 0] i1 0 0]
01 -1/i{0 1 0
12 1]ilo o 1

R; - R;+(-1)R;
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120 0 0
o(D-1/i]o 1 0
00 1]i[-1 0 1

Ri> R/ +(-2)Ry oo A -

Ri— R; +(-2)R;

R>—» R>»+1.Rz 1 0 O 3 -2 =2
0O 1 O -1 1 1
0 0 1]i|-1 0 1
Ty Al
3 =2 =2
PorlotantoA’=|-1 1 1
-1 0 1

La verificacién puede realizarse multiplicando A.A” y A”.A y controlando que en
ambos casos el resultado es la matriz identidad 1.

3 -2 -2
-1 1 1
AAT=] -1 0 1
1 2 0 0 0
0 1 -1 0 1 0
1 2 1 0 0 1
(1 2 0]
0o 1 -1
Al A=T 2 1
3 -2 =2]|[1 0 O]
-1 1 1 0 1 0
-1 0 1]|[0 0 1

Si la matriz no es invertible al finalizar el proceso no se logra la matriz identidad,
porque se anulan una o mas filas.

Por ejemplo:
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Para determinar la matriz inversa de:
1 2 3

4 5 6
7 8 9

partiremos entonces de:

A L
@ 2 3 1 0 0
4 5 6 0 1 0
Row Ry+(-4R; |7 8 9] 110 0 1]
Ri— Rs+(-R; 1 2 37i[1 0 O]
0 -3 -6 -4 1 0
0 -6 -12| ' |-7 0 1
Ry (-1/3)Ry  --i--sssezmmmmmmoosd ST
2= CIBR 5 ST 0 o
4
o (1) 2 50
Ri— Ri +(-2)R2 __—_(_)_______?___T}_zi—___i__—_____?_____q _____ 1_ -
R:—> R:+6.R» 1 O _1 __i 2 0—
3 3
01 2 2 Loy
Filanula | ——| i _32 1
0O 0 O

Por lo tanto, A no es invertible.

Una manera rapida de controlar si una matriz es invertible es calcular el determinante
de la matriz. Si |A| =0 la matriz no tiene inversa. Y si |A| #Z 0, la matriz sera invertible.

1 2 0
Analicemos las matrices de los ejemplos anteriores: [0 1 —1=1#0 y como vimos
1 2 1
1 2 3
anteriormente, esta matriz es invertible. Mientras que |4 5 6| =0 no tiene inversa.
7 8 9
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1.12. Matriz insumo-producto — Modelo estdtico de Leontief

Las matrices de insumo-producto, desarrolladas por Wassily W. Leontief, indican las
interrelaciones que se dan entre la oferta y la demanda en los diferentes sectores de
una economia durante algun periodo. La frase “insumo-producto” se utiliza porque las
matrices muestran los valores de los productos de cada industria que son vendidos
como insumo, tanto a las industrias como a los consumidores finales.

Un ejemplo hipotético para una economia muy simplificada que consta de dos
industrias estd dado por la matriz insumo-producto siguiente:

Consumidores (insumo)

Productores (producto)  Industria A Industria B, Demanda final Totales
Industria A 240 500 E 460 1200
Industria B 2360 . 200 ___ 940 1500
Otros factores de 600 800
produccién
Totales 1200 1500

En esta matriz, los sectores industriales pueden ser los de manufactura, acero,
agricultura, carbodn, etc. Los otros factores de produccion consisten en los costos para
las respectivas industrias como la mano de obra, utilidad, etc. El sector de demanda
final podria ser de consumo doméstico, gubernamental, etc.

Cada industria aparece en una fila y en una columna. La fila muestra las compras del
producto de una industria por parte de los sectores industriales y por los consumidores
finales. Las entradas representan los valores de los productos y podrian estar en
unidades de millones de pesos del producto, por ejemplo.

Asi, de produccidn total de la Industria A de |a tabla anterior, 240 (millones) fueron
como insumo para la misma industria, es decir, para uso interno, mientras que 500
fueron para Industria B y 460 fueron directamente al sector de la demanda final. La
produccion total de A es la suma de los valores anteriores, es decir 1200 millones.
Similar analisis podemos hacer con la produccién de la Industria By con los Otros
factores de produccion.

La columna de cada industria da el valor de lo que ésta compré como insumo de cada
una de las industrias, asi como lo gastado por otros conceptos. Por ejemplo, a fin de
producir 1200 (millones) unidades, la Industria A comprdé 240 de su propio producto,
360 de la produccion de B y tiene gastos de mano de obra y otros por 600.

La suma de las entradas de cada fila y columna de una industria son iguales. Esto es, el
valor de la produccién total de A es igual al valor de insumos totales de A.

El andlisis de insumo-producto permite estimar la produccién total de cada sector
industrial si existe un cambio en la demanda final, mientras la estructura basica de la
economia permanece igual.
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Esta suposicidn significa que para cada industria la cantidad gastada en cada insumo
por cada peso de producto debe permanecer fija. O dicho de otra manera, las
proporciones de insumo producto entre las industrias debe mantenerse. Por lo que
podemos obtener una nueva matriz con los requerimientos por cada peso de
produccién para cada industria:

A B A B
- N - N
a4 | 240 500 L
1200 1500 5 3
g | 360 200 3 2| 4
1200__1500| [10__15_
Otros —600 —800 l i Otros
L1200 1500) L 2 15 )

La entradas de esta nueva matriz se llaman coeficientes de insumo-producto y la suma
de cada columna es 1.

Como dijimos anteriormente, nos interesa estimar la produccién total de cada sector
industrial si existe una cambio en la demanda final. Por ejemplo, si la demanda final
para la Industria A cambia de 460 a 500 y para la Industria B cambia de 940 a 1200
écuales serian los nuevos niveles de produccion? (Teniendo en cuenta que la
estructura basica de la economia permanezca igual).

Sean X, y X, los nuevos valores de produccion total para las industrias Ay B
respectivamente, asi tenemos:

1 1
X, = -X, + =X, + 500
—— ——
3 Val id
Valor total de la alor consumido
produccion de A Valor consumido Valor consumido por la demanda final
por A por B
3 2
X, =—X,+—=X, +1200
10 15

Y utilizando la notacién matricial podemos escribir:

1 1
X, _ 5 3 || X4 N 500
PR ERL b
10 15
Llamaremos:
1 1
X:{XA} e 5 3 C:{soo}
X, [ 3 27 1200
10 15

X es la matriz de produccién, A es la matriz de coeficientes y C la matriz de demanda
final y podemos escribir:

26



U.C.E.S. Algebra
Contadovr Piblico Prof.: Ing. Ana Carina Sarmiento

Apunte de Teoria

X=AX+C

Y trabajando algebraicamente tendremos:

X-AX=C

I X-AX=C
donde | es la matriz identidad de 2x2, elemento neutro del producto de matrices,
entonces:

I-A).X=C
por lo tanto, si existe (I — A)™', entonces:
(I-A"'(I-AX=U-A"C
1

X=(1I-A"cC

La matriz (I — A) se conoce como matriz de Leontief. Por lo tanto para hallar las

nuevas cantidades de produccion para un cambio en la demanda final debemos hallar
la matriz de Leontief, luego encontrar si inversa y por ultimo, multiplicarla por la matriz
de las nuevas demandas.

En este caso:

Lol 4 1 130 50
-5 3 _A=| 5 3 —n'=| 89 89
Aiile_iE:(lA) 45 120

10 15 10 15 89 &9
Por lo tanto:

130 50

20 g9 |[ 500 ] [1404,49
—(I-A'Cc=|8 89 - ’
X=U=Arc 45 120 {1200} {1870,79}

89 89

Entonces, la industria A deberd producir 1404,49 y la B, 1879,79 para satisfacer los
nuevos niveles de demanda final.
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Apéndice de simbolos

Simbolo Interpretacion

A matriz A

a elemento a

i y

[ o

O para todo

L existe

Al matriz inversa de A
= Si.... entonces ...
. ... Siysolo si ...
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Unidad N2 2: Sistemas de ecuaciones lineales m x n

2.1. Definicion

Un conjunto finito de m ecuaciones lineales con n incégnitas (x1, x2, ..., Xn) se
denomina sistema de ecuaciones lineales m x n.

En simbolos:

a, X, *apx, *a,x; +---+a,x
Ay X + Ay X, +ayxy oot ay,x, =b,
Ay X, + Ay, *ayux, +--ta, x, =b,

a,x ta,x, ta, x;+--+a,x =

El primer subindice de cada coeficiente indica la ecuacidon en la que participa vy el
segundo, la variable a la que multiplica.
Matricialmente sera:

A.X=B
donde:
ay  Gp 4 a, X b,
Ay Gy Ay a,, Xy b,
A=la, ay, ay as, X=|x y B=|b,
181 Gz Gz 7 Ay |, L Xn b, | el

Asi, el siguiente es un ejemplo de un sistema de ecuaciones lineales 4 x 3 (es decir de 4
ecuaciones con 3 incégnitas):

x +2x, —x;,=0
x, +2x, =4
x, —2x, =0

x +x, +x; =10

Al conjunto ordenado de numeros (031, O3,..., 0s) que verifica todas las ecuaciones
simultaneamente se lo denomina solucion del sistema.

En el sistema del ejemplo, la solucién esta dada por x: = 8; x2 =-2; x3 =4 o simplemente
S={(8; -2; 4)} porque al reemplazar las variables por dichos valores en el sistema, se
verifican cada una de las ecuaciones.
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2.2. Resolucion por el método de Gauss-Jordan

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales m x n puede emplearse el método de
reduccion de matrices de Gauss-Jordan de la misma manera que se lo presentd para
sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas.

Para ello se toma la matriz A de los coeficientes conjuntamente con la matriz B de los
términos independientes y obteniendo asi la lamada “matriz ampliada”:

ay  Gp 4y, b,
PRI
aml am2 amn bm

Luego, se aplica el método de reduccion de Gauss-Jordan intentando lograr la matriz
identidad es la parte izquierda (matriz de los coeficientes).

Asi, por ejemplo, si al reducir por el método de Gauss-Jordan el sistema de ecuaciones
del ejemplo anterior obtendremos:

1 00| 8
o1 0] -2
[A|B]_001 4
000| O

siendo la solucion del sistema x1 = 8; x2 =-2; x3 =4 donde la Ultima ecuacién se anula
por completo ya que es redundante, porque para hallar el valor de 3 incégnitas con 3
ecuaciones (no dependientes entre si) es suficiente.

2.3. Conjunto solucion

Un sistema de ecuaciones lineales m x n puede tener una uUnica solucion, infinitas
soluciones o no tener solucion.

2.3.1. Sistemas compatibles determinados

Son sistemas compatibles determinados aquellos que tienen una unica solucién dada
por los valores (3, O2,..., 0n) que verifican todas las ecuaciones al mismo tiempo.

Asi, por ejemplo, el siguiente es un sistema compatible determinado:

x+y+z=4
-2x+y=-4
y+z=1

Realizando la reduccion de Gauss-Jordan a este sistema tendremos:
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1 1 1] 4
[AB]=[-2 1 0] -4
0 11 1 R> - R> + 2.R;
11 1| 4]
03 2|4
_0 1 1_ Ry o R;
11 1| 4]
01 1)1 R/ - Ri + (-1).R>
0 3 2] 4 R; — R; + (-3).R:
1 0 0 | 3]
01 1|1
00 -1] 1] Rs — (-1).R;
1 0 0] 3]
01 1] 1
00 1] -1} R> = Ro + (-1).R;
1 0 0] 3]
01 0] 2
00 1]-1

Por lo tanto, la solucidn de este sistema estara dada por los valores x=3; y=2; z=-1, es
decir que el conjunto solucién sera S={(3,2,-1)}.

2.3.2. Sistemas compatibles indeterminados

Son sistemas compatibles indeterminados aquellos que tienen infinitas soluciones que
verifican todas las ecuaciones al mismo tiempo.

Al reducir por el método de Gauss-Jordan un sistema compatible indeterminado, las
variables que logren el uno principal en la forma reducida se denominan variables
principales y las restantes se llaman variables libres. El valor que se le asigne a una
variable libre se denomina parametro.

Asi, por ejemplo, el siguiente es un sistema compatible indeterminado:
x+2y+3z=4
Sx+6y+7z=8
9x+10y+11z=12

Realizando la reducciéon de Gauss-Jordan a este sistema tendremos:
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1 2 3] 4
[AB]=[5 6 7| 8

9 10 11 | 12| R, » Ry + (-5).R;
2 3 | 4] Ri-Ri+(9R
0 -4 -8 | -12
0 -8 <16 | -24) 1o
1 2 3 | 4 4

0 1 2 3 R - Ri + (-2).R>
0 -8 -16| 24| Ry » R:+8R>

Al anularse una fila el método de reduccién no puede continuar y por lo tanto se logra:
X-z=-2
y+2z=3
Z=Z
donde x e y son las variables principales y z la variable libre, ya que puede tomar
cualquier valor y en base a él se obtendran x e y.
Despejando, entonces x e y con respecto a z, tendremos:
x=2z2
y =-2z+3
Z=Z
Y por lo tanto, la solucién de este sistema estara dada por los valores el conjunto sera
S={(z-2;-2z+3,z)].

2.3.3. Sistemas incompatibles

Son sistemas incompatibles aquellos que no tienen solucidn, es decir, aquellos en los
gue no es posible hallar valores que verifiquen todas las ecuaciones al mismo tiempo.

Asi, por ejemplo, el siguiente es un sistema incompatible:

x+2y+3z=4
2x+4y+62z=8
3x+6y+9z=0

Realizando la reduccion de Gauss-Jordan a este sistema tendremos:
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1234
[AB]=[2 4 6] 8
36 9|0 Ry~ Ry+(2).R;

2 3| 4] R R+ (3R
000| 0

00 0] 2] p g

12 3| 4

00 0| -12

000/ 0|

En este caso se obtiene una falsa igualdad, ya que en la segunda fila tenemos:
Ox+0y+0z = -12
0=-12
lo cual implica que no existen valores que verifiquen las tres ecuaciones dadas al
mismo tiempo.

2.4. Teorema de Rouché-Frobenius

Este teorema enuncia la condicién que debe satisfacer un sistema de ecuaciones
lineales para ser compatible, que intuitivamente se justifico en el apartado anterior.

Un sistema de ecuaciones lineales es compatible se el rango de la matriz de
coeficientes y el rango de la matriz ampliada son iguales. Y es determinado cuando el
nimero de incégnitas es igual a dicho rango e indeterminado si el numero de
incognitas es mayor que ese rango.

En simbolos:
P(A)=n=> Determinado

P(A) = p(A|B) = Compatible P(A)<n= Indeterminado

P(A) < ,0(A|B) = Incompatible

Una consecuencia importante de este teorema es que si el niUmero de ecuaciones es
menor que el nimero de incégnitas (m<n), el sistema no sera determinado, ya que el
rango de la matriz ampliada serd a lo sumo m, por lo tanto, el sistema podra ser
compatible indeterminado o incompatible.
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2.5. Sistemas homogéneos

2.5.1. Definicion

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es homogéneo si todos los términos
independientes son ceros.

En simbolos:

ayx, tapx, tagx, +---+a,x, =0

Ay Xt apXy + Xyt ta,,x, =0

ay X, tapx, tagx, +---+a,x, =0

a,xta,x,ta x,+--+a x =0

La matriz ampliada tendrd, por lo tanto, la forma:

a, 4, o 4y, 0
a a - a 0
21 2 2
[alB]=| 2n
aml amZ amn 0

2.5.2. Posibles soluciones

En un sistema homogéneo, los rangos de la matriz ampliada y de la matriz de los
coeficientes siempre seran iguales ya que la columna de términos independientes es
nula y lo seguira siendo si se aplica el método de reduccién de Gauss-Jordan.

Por lo tanto, de acuerdo con el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema homogéneo
siempre sera compatible.

Una solucidn que se identifica facilmente es la solucidn nula, es decir aquella en la cual
todas las variables son iguales a cero, porque todas las ecuaciones la verifican. A dicha
solucidn S={(0;0;...,0)} se la denomina solucion trivial.

Por otro lado, si el rango del sistema es igual al nimero de incdgnitas, por el teorema
de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado y, por lo tanto posee una
Unica solucidn, que sera la solucidn trivial.

Si, en cambio, el rango del sistema es menor que el nimero de incdgnitas, por el
mismo teorema el sistema admite infinitas soluciones, donde la solucién trivial es sélo
una de ellas.
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2.6. Regla de Cramer

La regla de Cramer utiliza determinantes para encontrar la solucién de sistemas de
ecuaciones lineales que tengan igual cantidad de ecuaciones y de incognitas. Como
habiamos dicho en la unidad anterior, si el determinante de una matriz es distinto de
cero, entonces dicha matriz tiene inversa y si la matriz de los coeficientes tiene inversa
entonces podremos encontrar una Unica solucién al sistema de ecuaciones, el sistema
sera compatible determinado.

Sea una sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas (x;, x2, ..., x,) dado por:
ay X tanx, tagx, +--+a,x, =b
Ay X, + ApXy +ayX; +--+a, x, =b,
Ay X, + Ay X, tagpx, teta,x, =b,

a,x +a,x,+a,x;+--+a x =b

nn-"n n

Si el determinante A de la matriz de los coeficientes A es diferente de cero, entonces
el sistema tiene una Unica solucién dada por:

donde A,, el numerador de x,, es el determinante de la matriz obtenida al

reemplazar la k-ésima columna de A por la columna de constantes (el vector B
columna de los lados derecho de la igualdad).

Por ejemplo, tomemos el sistema compatible determinado ya resuelto antes en esta
unidad:

x+y+z=4
-2x+y=-4
y+z=1
la matriz de los coeficientes es:
I 11
A=|-2 1 0
0 11
por lo tanto, su determinante sera:
Al=A=1

y entonces, las incégnitas serdn:
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4 1 1 4 1 11 4
-4 10 -2 -4 0 -2 1 -4
1 11 3 0O 1 1 _2 0 1 1] -1
X=——=—= y=—m—=—=2 z=— = =-1
A 1 1 1 1 1

y, como era de esperarse, obtenemos los mismos resultados que con el método de
Gauss-Jordan.

30



U.C.E.S. Algebra
Contadovr Piblico Prof.: Ing. Ana Carina Sarmiento

Apunte de Teoria

Unidad N2 3: Programacion lineal

3.1. Recta en el plano — Funcion lineal

La ecuacién de una recta en el plano es:

y=ax+b
donde x es la variable independiente, es decir la variable a la que le daremos los
valores del dominio. Mientras que y es la variable dependiente, ya que tomara valor
de acuerdo al valor de x.
La variable x puede tomar cualquier valor real y asi representando graficamente
obtendremos una recta.
A los valores de x se los denomina abscisas y a los valores de y, ordenadas.
Como podemos ver la funcidn esta formada por dos términos: uno variable (que
contiene a x) y otro fijo (b).
Las funciones lineales se utilizan en diversas disciplinas para expresar costos, ingresos,
velocidades, desplazamientos, etc.

Algunos ejemplos de funciones lineales son:

donde se representan:
y=05x+1
y=05.x-1

y=2x+1

La forma dada anteriormente para expresar una funcidn lineal recibe el nombre forma
explicita de la funcidn lineal:

y=ax+b
es la forma mas comun de expresar rectas, en ella se despeja la variable dependiente.
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Algunos ejemplos de funciones lineales dadas en forma explicita son:

y=2x+3 dondea=2yb =3
y=x-1 dondea=1yb=-1
y=05x dondea=05yb=0
d 1
=-—+1 dondea=-—yb=1
y 3 3y

Cuando, una funcion lineal esta expresada en su forma explicita:

y=ax+b
El coeficiente a recibe el nombre de pendiente y el coeficiente b, ordenada al origen.
Ya que a indica la inclinacion o pendiente que tendra la recta, por ejemplo si a es
positivo, la recta sera ascendente, mientras que si a es negativo, la recta serd
descendente. Por otra parte, b es el valor de la ordenada para cuando x=0, de alli que
se lo denomine ordenada al origen.

3.2. Representacion grdfica

Para representar graficamente una funcion lineal, sin darle valores a las variables y
teniendo en cuenta que para trazar una recta es suficiente con tener 2 puntos, se
utiliza el siguiente método:

12 Se marca la ordenada al origen sobre el eje y, obteniendo asi el primer punto.

22 A partir de dicho punto se desplaza hacia la derecha una cantidad de unidades igual
al denominador de la pendiente y luego hacia arriba o hacia abajo la cantidad de
unidades del numerador de dicha pendiente, este Ultimo desplazamiento sera hacia
arriba, si la pendiente es positiva y hacia abajo, si la pendiente es negativa. De esta
forma se logra el segundo punto.

32 Para obtener la representacion de la funcidn lineal, sdlo se debe trazar la recta que
pase por ambos puntos.

Asi, por ejemplo se queremos representar la funcion:
X
y=-—3+l1
3
tendremos que su ordenada al origenes b = |
. 1
y su pendiente a = —g

por lo tanto, la representacion quedara:
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3.3. Paralelismo y perpendicularidad

Dos funciones lineales seran paralelas si sus pendientes son iguales.

Dos funciones lineales serdn perpendiculares si sus pendientes son opuestas e
inversas.

Asi, por ejemplo, las rectas: y; = 2.x + 3, y2 = 2.x — I seran paralelas entre si.

. 1 . . ,
Mientras que: y; = 2.x + 3, y3 = —E.x + I seran perpendiculares entre si.

/ —
T ] y2

3.4. Sistemas de inecuaciones en el plano

Si, en lugar de tener igualdades, un sistema tiene dos o mas desigualdades lineales con
dos variables, se dice que es un sistema de inecuaciones que puede representarse
graficamente en el plano.

Asi, por ejemplo, el siguiente es un sistema de inecuaciones con dos incognitas:
x+y>2
-2x+y=20
y<4

El objetivo es encontrar los posibles valores que pueden tomar las variables para
satisfacer todas las inecuaciones al mismo tiempo.
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3.5. Resolucion grdfica de sist. de inecuaciones lineales con 2 incégnitas

Para resolver sistemas de inecuaciones lineales con dos incognitas, graficamente se
representan las inecuaciones de la siguiente manera.

Tomemos por ejemplo el sistema dado en el apartado anterior:
x+y>2
2x-y<0
y<+4

Primero, despejamos y en todas las inecuaciones:
y > -x+2 en la primera inecuacion,
-y <-2x =y 22x en la segunda inecuacién' y
y <4 en latercera inecuacion.

Representando graficamente la primera inecuacion: y > -x+2, tendremos:

D

~
y=-x+2 N 4 y > -x+2

o}
/7

S

donde la recta punteada es el limite del drea que representa a la inecuacion (area
grisada). La recta se representa con linea de puntos porque la desigualdad no incluye
el igual y por lo tanto el drea solucidén no incluye a la recta en si. El 4rea grisada es
hacia arriba de la recta porque es una desigualdad por mayor.

Representando ahora también la segunda inecuacion: y = 2x, obtendremos:

! Es importante recordar que al despejar inecuaciones si se traspasa al otro miembro un ndimero negativo
que estd multiplicando o dividiendo se debe invertir (“dar vuelta”) el signo de la inecuacidn.
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“~
y=-x+2 > : y o)

en este caso la recta se representa con linea llena porque la desigualdad incluye el
igual y por lo tanto el area solucion incluye a la recta. El area grisada es hacia arriba de
la recta porque es una desigualdad por mayor o igual.

Por ultimo, representando también la tercera inecuacion: y < 4, obtendremos:
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en este caso la recta nuevamente se representa con linea de puntos porque la
desigualdad no incluye el igual. El area grisada es hacia abajo de la recta porque es una
desigualdad por menor.

La solucidn del sistema estara dada por el triangulo resaltado, ya que es la Unica area
de puntos que satisfacen las tres inecuaciones del sistema al mismo tiempo.

En general, la solucidn de un sistema de inecuaciones es un drea acotada como en este
ejemplo o no acotada (se no podemos definir alguno de sus limites), pero también
puede darse que el sistema sea incompatible y no tenga solucién, o que su solucién
sea una recta o un segmento.

3.6. Problemas de programacion lineal de dos variables, con resolucion grdfica

Un problema de programacion lineal con dos variables es el que intenta optimizar una
funcidn lineal sujeta a ciertas restricciones (o condiciones) dadas en la forma de
inecuaciones lineales.

Es decir, que se desea maximizar o minimizar una funcion llamada funcién objetivo
teniendo en cuenta que los valores de las variables estan restringidos de acuerdo a
determinadas inecuaciones.

Por lo tanto, el problema sera:
Max z funcion lineal

sujeto a un sistema de inecuaciones
o bien:

min z funcién lineal

sujeto a un sistema de inecuaciones

Consideremos el siguiente ejemplo:

Un director cinematografico tiene dos proyectos A y B para realizar miniseries en
television. El siguiente cuadro muestra el costo de produccion de cada episodio para
cada proyecto (las cifras se expresan en millones de pesos:

Proyecto A Proyecto B
Escenografia 2 4
Sueldos de actores 2 2
Gastos en efectos especiales 4 3

El productor que recibe los proyectos tiene disponibles 50 millones para gastar en
escenografia, 40 millones para sueldos de actores y 50 millones para gastos en efectos
especiales.
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Dicho productor realiza un estudio de mercado y determina que el Proyecto A daria
una ganancia de 15 millones por episodio y el Proyecto B de 20 millones por episodio.
¢Qué cantidad de episodios de cada serie conviene producir?

De acuerdo a lo planteado llamaremos
x a la cantidad de episodios de la serie A e
y a la cantidad de episodios de la serie B.

La funcion a maximizar sera z = 15 x + 20 y = beneficio total obtenido
Las restricciones (o condiciones) seran:

2x+4y <50  paralaescenografia

2x+2y<40  paraelsueldo de los actores

4x+3y <50 para los gastos en efectos especiales
x=0 porque el nimero de episodios no

y=0 puede ser negativo

Las dos ultimas restricciones se llaman restricciones de no negatividad y son muy
comunes en problemas

El problema sera en definitiva:

Maxz=15x+20y
Sujeto a:
2x+4y<50

2x+2y<40
4x+3y<50
x20

y=0

Graficando las restricciones una vez despejada y en cada una de ellas tendremos:
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no
[¢)]

30

El drea grisada es la region factible dentro de la cual debe estar la solucién del
problema ya que las restricciones limitan los valores posibles de las variables.

En un problema de programacion lineal con dos variables, si existe una solucion unica
que optimice la funcién objetivo z, ésta se encuentra en un punto extremo (vértice) la
region factible acotada, nunca en el interior de dicha regién.

Y estard dada por el punto mas elevado que alcance la funcidn objetivo dentro de la
region factible, si el problema es de maximizacion. O por el punto mas bajo que
alcance la funcion objetivo dentro de dicha regidn, si el problema es de minimizacion.

Esto se logra trazando la funcion objetivo y desplazandola a través de toda el area
factible.

Asi, en el ejemplo, tendremos:

44



U.C.E.S.
Contadovr Publico

Algebra

Prof.: Ing. Ana Carina Sarmiento

Apunte de Teoria

-6 ~. 5 10
™~

[O)]

SL15x+20y=0

o

S

N
7

&)

S

donde las linea punteadas representan la funcién objetivo igualada a 0 y la que da el

beneficio dptimo.

Por lo tanto el punto de mayor beneficio sera aquel donde se igualan 4x+3y=50y

2x+4y=50. Es decir, despejando tendremos:

4 50
- x+—=-

3 3
4 1
+

1 25
2 2
25 50

- —x==-=

3 2

2 3

2

y reemplazando en una de las ecuaciones anteriores tendremos:

=-—x
Y 2 2

1 25
422 =

1_.,25

~=5+22=10
2

2

Es decir, que el resultado dptimo se da al producir 5 episodios del Proyecto Ay 10
episodios del Proyecto B, obteniendo asi un beneficio de:
15x+20y=155+20.10 =275

es decir, 275 millones de pesos.

En el caso de problemas de minimizacién, en general la region factible es no acotada y
se busca el punto mas cercano al origen como solucién éptima.

Aqui se ha planteado un caso general, pero podrian darse casos donde la regién
factible sea vacia, o exista mdas de un punto éptimo.
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3.7. El método SIMPLEX

El método grafico de resolucién de problemas de programacion lineal es muy util
cuando se tienen dos variables, pero podria ser muy complicado si se tuvieran 3
variables y, desde luego, seria imposible de aplicar si hubiera mas de 3 variables.

Por eso, analizaremos aqui un método analitico de resolucidn llamado método
Simplex. Este método empieza con una solucién factible y prueba si es o no éptima, si
no lo es, por este método se procede a obtener una solucién mejor. Si esta nueva
solucidn no es éptima, entonces repetimos el procedimiento. En algun momento el
método Simplex conduce a la solucién éptima (si existe).

Ademas de ser eficiente, el método Simplex es completamente mecdanico ya que utiliza
operaciones elementales de linea y aritmética basica, y permite resolver problemas
con cualquier cantidad de variables.

3.7.1. Problema estandar de maximizacion

Consideremos el problema estandar de programacion lineal:

Max z =c,x, +c,x, +---+c,x,
Sujeto a:
ayx; tapx, +--ta,x, < bl
Ay X, + Ay X, +-o-ta,x, <b,

aml'xl +am2x2 te-ta,x, s bm

mn-n
en donde x,,x,,....x, Yy b,,b,,...,b, son no negativas, por lo tanto prescindimos aqui
de las restricciones de no negatividad.
Para ese problema estandar siempre x;, =0,x, =0,...,x, =0 es una solucidn factible,

por lo que podemos considerarla una primera solucidon para comenzar el método
simplex.

Pensemos en el siguiente problema de ejemplo:
Max z =3x, +x,
Sujeto a:
2x, +x, <8
con x; 20, x,20
2x, +3x, <12
Empezaremos por escribir las restricciones como ecuaciones, agregando a cada una un
sumando no negativo llamado variable de holgura, para que la expresién sea igual al
lado derecho, asi tendremos:
2x, +x, +5, =8

2x, +3x, +5, =12

4o



U.C.E.S. Algebra
Contadovr Piblico Prof.: Ing. Ana Carina Sarmiento

Apunte de Teoria

Las variables x, y x, son las variables de decisién o variables estructurales. Mientras

gue las variables de holgura son un artilugio para lograr la “igualdad” de las
restricciones.

Sabemos que x; =0,x, =0 es una solucion basica factible del problema y partimos de
ella para el método simplex. Si ambas variables de decision valen cero, entonces las
variables de holgura deberan valer: s, =8,s, =12 para que las ecuaciones de las
restricciones se cumplan. Por otra parte, despejamos también la funcidn objetivo
igualandola a cero: —3x, —x, +z =0 (ya que ese debe ser su valor inicial, si las
variables de decision son nulas). Asi, podemos completar la primera tabla simplex,
donde colocamos las restricciones primero, y luego la funcién objetivo:

X1 X2 S1 52 z b
S7 2 1 1 0 0 8
52 2 3 0 1 0 12
z -3 -1 0 0 1[0
——
indicadores

Los titulos de las columnas indican las variables correspondientes y los titulos de las
filas indican cudl es la variable que contiene el pivote de dicha fila, en cada tabla
simplex estos titulos de fila irdn cambiando, pero en la tabla simplex inicial los pivotes
corresponden a las variables de holgura. Estas variables que contienen los pivotes se
[laman variables basicas.

Las variables de decision x, y x, son no basicas en la solucion basica factible inicial, la

idea es buscar una solucién basica factible donde alguna de las variables de decisién
sea basica y eso mejore el valor de la funcion objetivo. Si analizamos el renglon de la
funcion objetivo podremos ver que los coeficientes de las variables de decision son -3y
-1, el valor mds negativo sera el que mayor incremento dé al valor de la funcion
objetivo, porque z =3x, + x, y por lo tanto por cada unidad de x, la funcién objetivo

aumenta 3 unidades, mientras que para x, el incremento sera solo de una unidad, por
eso haremos que x, sea la variable entrante a la siguiente solucion basica factible.
Pero también debemos elegir una variable saliente, si x, se mantendra cero, tenemos
que las restricciones podremos reescribirlas como: s, =8 —2x, y s, =12 —2x, y como
X, y X, son no negativas, podemos decir que: 8 —=2x, 20 y 12 -2x, =0, entonces,

. 8 12 .
despejando tendremos x, < 5 y x; < PX por lo tanto x, debe ser menor o igual al

, o . 8 ,
mas pequefio de los cocientes (en este caso 5 ), de aqui que x, pueda aumentar,

cuando mucho 4 unidades y ese valor corresponde a la primera restriccion, por lo
tanto s, sera la variable saliente.
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i X1 X2 S 52 z b Cocientes
Var:lable_,S] 2 1 1 0 0 8  8:2=4 mas pequefio
saliente g, 2 3 0 ) 0 12 12=6

z -3 -1 0 0 1 0
— ——— _
T indicadores

Variable entrante (por valor
mas negativo en la funcién
objetivo)

Una vez determinadas la variable entrante y la variable saliente, en la intersecciéon de
ambas se debe lograr un pivote, mediante operaciones elementales de fila. En este
caso, primero debemos dividir la primera fila por 2 y luego operar para anular los
demas valores de la columna correspondiente (la primera).

1
Dividiendo la primera fila por 2 (R, — ERI) obtenemos:

X1 X2 S 52 z b
51 1 172 172 0 0 4
52 2 3 0 1 0 12
z -3 -1 0 0 1 | o0

Y anulando hacia abajo con las operaciones elementales de fila
R, - R, -2R,, R, - R, +3R,,logramos la siguiente tabla simplex que contiene

una nueva solucion basica factible del problema, que es mejor que la anterior:

X1 X2 S 52 z b
X1 1 172 172 0 0 4
52 0 2 -1 1 0 4
z 0 172 3/2 0 1 | 12

En esta nueva solucion, como las variables no basicas son nulas (x, =05, =0),
entonces tenemos que x, =4 (por el primer renglén) y que s, =4 (por el segundo
renglon) y la funcidn objetivo sera: z =12 (yaque x, =0s, =0). En esta nueva
solucion, la fila de la funcién objetivo tiene todos los indicadores no negativos y eso
indica que la solucidén es 6ptima. Si no hubiera sido asi, deberiamos encontrar una
nueva solucion hallando la variable entrante y la variable saliente de la misma manera
gue se lo hizo anteriormente.

La solucién éptima para el problema planteado serd, entonces:
x =4 x,=0 z=12.
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3.7.2. Degeneracion, soluciones no acotadas y soluciones dptimas muiltiples

Una solucion basica factible serd degenerada si ademas de las variables no basicas,
una de las variables bdasicas es cero. Esto ocurrira cuando dos cocientes en la tabla
simplex empaten con los cocientes mas pequefios al elegir la variable saliente.

X1 X2 S1 52 z b
[ x; 1 0 -172 -2 0 0|
X2 0 1 -1 1/3 0 4
z 0 0 3/2 4/3 1 12

Si la regidn factible de un problema de programacién lineal es tal que la funcién
objetivo puede ser arbitrariamente grande en ella, entonces tendremos una solucién
no acotada. En la tabla simplex, esto se dara si no existen cocientes, por ejemplo:

X1 X2 X3 S1 $2 z b
S1 -3 0 -14 1 -2 0 6
X2 -1/3 1 2 0 1/3 0 4
z -7/3 0 9 0 4/3 1 | 16
T indicadores

Variable entrante

En la tabla anterior, se ha podido elegir la variable entrante, pero al tratar de
seleccionar la variable saliente, no es posible hallar cocientes porque ambos valores de
la columna de la variable entrante son negativos, por lo que la solucion es no acotada.

En general, en una tabla que da la solucién éptima, un indicador igual a cero para una
variable no basica, sugiere la posibilidad de soluciones 6ptimas multiples. Por
ejemplo:

X7 X2 X3 S1 S2 z b

X3 1/3 2/3 1 1/3 0 0 2

$2 -7/3 -17/3 0 -1/3 1 0 8

z 3 [ 0] 0 2 0 1 | 12
indicadores

En esta tabla, todos los indicadores son no negativos, por lo que ocurre una solucién
optima, pero el indicador de la variable x, en la funcion objetivo es nulo y es una
variable no basica por lo que podria considerarse una variable entrante que daria otra
soluciéon 6ptima con el mismo valor de la funciéon objetivo.

449



U.C.E.S. Algebra
Contadovr Piblico Prof.: Ing. Ana Carina Sarmiento

Apunte de Teoria

3.7.3. Variables artificiales

Para iniciar el método simplex se requiere de una solucién basica factible. Para un
problema de programacion lineal estandar, dicha solucion es aquella donde todas las
variables estructurales son cero. Sin embargo, para un problema de maximizacién que
no esté en la forma estandar, esa solucién podria no existir. Para solucionar problemas
desde este tipo a través del método simplex se utilizan las variables artificiales.

Consideremos el problema:
Max z = x, +2x,
Sujeto a:

x +x,<9
con x; 20, x,=20

X —x, 21

En este caso, la segunda restriccion no puede escribirse con la forma estandar

a,x, +a,x, < b por lo tanto este problema no puede ser puesto en la forma estandar.
Ademas, con un breve analisis se puede notar que el origen (x, =0; x, =0)noes
una solucion factible para este problema ya que no cumple con la segunda restriccion
(x, —x, 21) y por lo tanto no podemos iniciar el método simplex de la manera
habitual.

Inicialmente, como la segunda restriccidn es por mayor o igual, debemos agregar una
variable de holgura que en este caso sera de “excedente” y que aparecera restando
para que se cumpla la no negatividad y lograr la igualdad, por lo que las restricciones
guedaran:

x +x,+s, =9

X —x,—s, =1

La solucién x, =0; x, =0 no es factible, ya que tendriamos s, =—1 en la segunda
restriccion, lo cual contradice la no negatividad. Solucionaremos el problema
agregando una variable artificial 1 también no negativa y tal que:
X, —x, =8, +t=1

A esta variable en la funcion objetivo le daremos un valor M muy grande en la funcién
objetivo y asi construimos una funcidn objetivo artificial:

w=z—-Mt=x +2x, — Mt
Iniciamos con la solucidn basica factible:

X =x,=5,=0 5,=9 =1

Asi tendremos:

X1 X2 S1 52 t w b
s1 1 1 1 0 0 0 9
t 1 -1 0 -1 1 0 1
w -1 -2 0 0 M 1 | o0
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De los dos primeros renglones tenemos que s, =9 ¢ =1, pero en el tercer renglén,
en el lado derecho no figura el valor de la funcidn objetivo, ya que si f =1 tendremos
w=x, +2x, -Mt=0+0—-M =-M , por lo que modificaremos la matriz anulando el
valor de M de la columna de la variable artificial en la funcion objetivo,
reemplazandola por cero con operaciones elementales de fila y asi logramos la tabla
simplex inicial:

X1 X2 S §2 t w b
s1 1 1 1 0 0 0 9
t 1 -1 0 -1 1 0 1
w 1M 2+M 0 M 0 1 | M

Y a partir de alli se aplica el método simplex de la manera habitual hasta que se anulen
las variables artificiales y puedan ser eliminadas de la tabla simplex y luego se continua
hasta hallar la solucién éptima.

3.7.4. Problemas de minimizacion

En general, cuando se tiene un problema de minimizacion es suficiente con invertir el
problema maximizando su negativo, es decir:

Min f = -Max (-f)
Por ejemplo, dado el siguiente problema:
min z = x, +2x,
Sujeto a:

con x, 20, x,=20
—x, tx, 22

{— 2x, +x, 21

Para minimizar z = x, + 2x, podemos maximizar —z = —x, —2x,. Y como ambas
restricciones tienen la forma a,x, + a,x, 2 b debemos agregar variables de holgura
con coeficiente negativo y variables artificiales. Asi tendremos:

—2x, *+x, =5, +1, =1

-x, tx,—s,+t, =2
Ya que hay dos variables artificiales, se maximizara la funcién objetivo:

w=-z-Mt —-Mt, =-x, —2x, - Mt, — Mz,
O, en forma equivalente:
X, +2x, + Mt +Mt, +w=0

Tendremos, entonces:

X1 X2 S7 52 1 %) w b
1 -2 1 -1 0 1 0 0 1
12 -1 1 0 -1 0 1 0 2
w 1 2 0 0 M M 1 | o

Y eliminando las M de las variables artificiales en la funcidn objetivo, tendremos:
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X1 X2 S1 $2 1 2 w b
t -2 I -1 0 1 0 0 1
12 -1 1 0 -1 0 1 0 2
w  1+3M  2-2M 0 0 0 0 1 | -3M

A partir de alli, se resuelve hasta lograr que se anulen las variables artificiales y luego
se continla hasta que no aparezcan indicadores negativos en el rengldn objetivo.
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Unidad N2 4: Espacios vectoriales

Consultar el Capitulo 4 — Espacios vectoriales del libro “Algebra lineal” de Stanley L.

Grossman — 62 edicion — Mc Graw Hill — Aflo 2008
Secciones:

4.1. Introduccién

4.2. Definiciones y propiedades basicas

4.3. Subespacios

4.5. Independencia lineal

4.6. Bases y dimensién

(Excluir las partes referidas al programa MATLAB)

4.1. Introduccion

Las soluciones de sistemas de ecuaciones vistas son siempre subconjuntos de
02,0°,...,0", los elementos de dichos conjuntos se llaman vectores, porque pueden
ser escritos como matrices fila o matrices columna de dos componentes, tres
componentes 0 n componentes respectivamente.

Dichos conjuntos de vectores con las operaciones de suma y producto por un escalar,
cumple ciertas propiedades que hacen que podemos llamar a estos conjuntos espacios
vectoriales.

En esta unidad se definirdn dichas estructuras algebraicas (espacios vectoriales) para
poder generalizar las propiedades a cualquier conjunto que cumpla las propiedades
gue aparecen a continuacion.

4.2. Definiciones y propiedades bdsicas

Un espacio vectorial es un conjunto de objetos llamados vectores V con dos
operaciones llamadas suma y producto por un escalar que satisfacen las siguientes
propiedades:

1. x[h [NV Ley de cierre para la suma
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2. (xLhy)[z=x[](yl]z) Asociativa para la suma

3. x[0=00lx=x Elemento neutro para la suma

4. x[(-x)=0 Elemento opuesto para la suma

5. x[h=ylk Conmutativa para la suma

6. alix [NV Ley de cierre para la multiplicacién por escalar

7. all(xlh)=alixljally Primera distributiva

8. (a+p) [x=alix[JB[Ix Segunda distributiva

9. allPlix)=(a.pB)lix Asociativa para la multiplicacidn por escalar

10. I [ x=x Elemento neutro para la multiplicacion por escalar

4.3. Subespacios

Un subconjunto no vacio H de un espacio vectorial es un subespacio si cumple también
todas las propiedades para ser espacio vectorial.

Serd suficiente con comprobar las leyes de cierre para ambas operaciones dentro del
subconjunto:

Ley de cierre para la suma
x[y[H

Ley de cierre para la multiplicacién por escalar
alx[H

Por ejemplo, el subconjunto H = {(x; v;zZ)/ x =2ty =—t;z = St} es un subespacio ya
que si consideramos dos vectores v, = (2¢,;-t,;5t,) y v, = (2t,;—t,:;5t,) y un escalar a,
se cumple que:

v, +v, =(2t;-1,;5t) + (2t,;-1,;5t,) = (2t, + 2t,;—t, —1,;5t, +5¢,) =

=(2(t, +t,);—(t, +1,);5(t, +t,)) U H , se cumple la ley de cierre para la suma.

av, =a2t;;-t;5t) = (a2t));a(-t,);a(5t))) = 2(at,);—(at,);5(at,)) O H , por lo tanto
también se cumple la ley de cierre para la multiplicacién por escalar.

Al cumplirse ambas leyes de cierre podemos decir que el subconjunto es un
subespacio vectorial.

4.4. Independencia lineal

Sean vy, vy, ..., v, vectores de un espacio vectorial V, si se puede escribir:
cjvptcyvy+ .. +¢,v,=0concy ¢y, ..., ¢, escalares no todos iguales a cero,

entonces los vectores son linealmente dependientes.
En caso contrario, los vectores son linealmente independientes.
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Habra independencia lineal si, planteado el sistema de ecuaciones lineales
homogéneo de los vectores columna, la Gnica solucién es la solucidn trivial.

, . -23\(0
Asi, por ejemplo, los vectores ( 0 J,(J son linealmente independientes ya que la

solucidn del sistema homogéneo, en este caso, es compatible determinada. Mientras que los

1 —
vectores [2}[ j son linealmente dependientes porque para este caso la solucion de dicho

sistema homogéneo es indeterminada.

4.5. Bases y dimension

Un conjunto de n vectores vy, vy, ..., v,, s una base de un espacio vectorial si:
* V], V2 ..., vy son linealmente independientes

+ generan el espacio vectorial: es decir que cualquier vector del espacio
vectorial puede escribirse como combinacién lineal de dichos vectores.

Todo conjunto de n vectores linealmente independientes serd una base de un espacio
vectorial R"

La dimension de un espacio vectorial sera la cantidad de vectores de sus bases.
Llamamos base candnica a aquella formada por los vectores que forman la matriz

1Y(0) (0
1) (0
identidad, es decir: (ij[lj paraR?o0 |0 |,| 1 |y| 0| paraR3.
0/)10) (1
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Unidad N2 5: Transformaciones lineales

Consultar el Capitulo 5 — Transformaciones lineales del libro “Algebra lineal” de

Stanley L. Grossman — 62 edicion — Mc Graw Hill — Aflo 2008
Secciones:

5.1. Definicién y ejemplos

5.2. Propiedades de las transformaciones lineales: imagen y nucleo
5.3. Representacidon matricial de una transformacion lineal

(Excluir las partes referidas al programa MATLAB)

5.1. Definicion

Sean Vy W espacios vectoriales reales. Una transformacion lineal 7de Ven Wes una
funcién que asigna a cada vector v/ un vector Unico Tv /Wy que satisface para
cadauyven Vy cada escalar a que:

* Tu+v)=Tu+ Tv

- T(av)=aTv
2x
X
Asi, por ejemplo, sea T: 0% — [O° definida por T( j: -3y
y Xty
5 4
Por lo tanto, tendremos por ejemplo: T( J: 3.
1
Se cumple que
- 2x, +2x, 2x, 2x,
X Xy X tx, X
T( N HT[( - H 3y -3y, |=| 3w |+] -3y, :T( jT(
L\ B 1Ty XX,y Yy, X+, X+, Vi

- 2ax, 2x,
X, ax, X,
T a( ﬂzTK ﬂz -3ay, =a| -3y, =aT( J
L\ ay, alx, +y,) X+, N

Entonces T :0? — [0° es una transformacion lineal.
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5.2. Propiedades de las transformaciones lineales: imagen y nicleo

Sea T:V — W una transformacion lineal. Entonces para todos los vectores en V'y
todos los escalares se cumple que:

« T(0)=0

* Twu-v)=Tu-1Tv

 T(avi+@vas +Gwn) =q1T(vi)+@T(v2)+...+anT(vn)

Sean Vy Wdos espacios vectorialesysea T:V — W una transformacion lineal.
Entonces:
* El ndcleo de T, denotado por nu T, esta dado por:
nuT={v[V:Tv =0}
* Laimagen de 7, denotado por Im T, esta dado por:
ImT={w/[W:w=Tvparaalginv [JV}

Nulidad: es la dimension del nucleo de una transformacidn lineal, es decir, el rango de
la base de dicho nucleo.

Rango: es la dimensidn de la imagen de una transformacién lineal, es decir, el rango de
la base de dicha imagen.

2x
Por ejemplo, en la transformacién lineal 7:0% — O° definida por T(xj =| =3y |, el
VA

nucleo es el conjunto de vectores que de como resultado el vector nulo, y en este caso

0
es muy simple ver que el Unico vector que genera | 0 | es ( ] porgue no hay otro par

0 0

2x 0
de valores para los cuales | =3y |=| 0 | y la dimensién de (Oj es 1, porlo tanto la
x+y 0 0

nulidad es 1. Mientras que la imagen es el conjunto de todos los vectores generados
por esta transformacién, en este caso es todo [1° y por lo tanto, el rango es 2.

5.3. Representacion matricial de una transformacion lineal

Sea T:00" — O™ una transformacion lineal. Existe entonces una matriz Unica de mxn,

Artal que Tx = Arx paratodax € [0". A dicha matriz Ar se la llama matriz de
transformacion.
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La matriz de transformacidn dependera de las bases elegidas para [1"y [1™. La matriz
de una transformacion lineal queda determinada cuando se conocen una base
ordenada de 1", una base ordenada de 1" y los transformados de la base de [1", en
la base de [1™.

En esta materia trabajaremos solamente con las matrices de transformacién en las
bases candnicas.

Para las bases candnicas la matriz de transformacion se encuentra facilmente ya que
solo dependera de los coeficientes con los que aparece cada componente del primer
vector en la transformacion lineal, asi por ejemplo la matriz de transformacion de

2x 2 0 | 2
T:0° - O° definida por serd T(xj: -3y | A, =|0 -3]|yaque T(Oj: 0|y
x+y 1 1 1
0 2 0 2x
0 by
T(J: —3|,ysecompruebaque |0 -3 ( j: -3y
1 1 1 Y x+y
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Unidad N2 6: Diagonalizacidn de matrices

Consultar el Capitulo 6 — Valores caracteristicos, vectores caracteristicos y forma
canénica del libro “Algebra lineal” de Stanley L. Grossman — 62 edicién — Mc Graw Hill

— Afio 2008

Secciones:

6.1. Valores caracteristicos y vectores caracteristicos
6.3. Matrices semejantes y diagonalizacion

6.4. Matrices simétricas y diagonalizacion ortogonal

6.8. Una perspectiva diferente: los teoremas de Cayley-Hamilton y Gershgorin (Sélo

Teorema de Cayley-Hamilton )

(Excluir las partes referidas al programa MATLAB)
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