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La afinidad no probabilistica: una medida
de la borrosidad de un subconjunto difuso

Carlos Vega

1. Introduccion y conceptos preliminares

La Teor{fa de Conjuntos Difusos fue introducida por L. Zadeh (1965), con el fin de
suministrar un esquema para dar tratamiento matemadtico adecuado a un sinnimero de
problemas, en los que juega un papel fundamental cierta imprecision o vaguedad que
procede de una especie de ambigiliedad intrinseca.

El empleo de modelos ideales, no realizables en la préctica, ha dado buenos resul-
tados en algunos campos; sin embargo, una aproximacion que en muchos problemas
resulta mds realista, es la de considerar conjuntos difusos, de forma que se asocien
propiedades a cierto universo de objetos sin imponer acotaciones severas sobre los
sistemas que estamos estudiando.

A partir de la introduccion del concepto de conjuntos difusos, se ha desarrollado
una generalizacion de distintas teorfas matemdticas como la de Probabilidad, Topolo-
gia y otras; y se ha estudiado, aunque menos exhaustivamente, el tema de la medicion
de la borrosidad (ver Klir & Folguer, 1988).

En este trabajo se propone la introduccién de una familia parametrizada de me-
didas de borrosidad, construida a partir de una familia de indices de “afinidad” entre
dos distribuciones probabilisticas. Sea X un conjunto de elementos (referencial). Un
subconjunto difuso de X se define intuitivamente a través de una propiedad, que los
elementos de X no necesariamente tienen que satisfacer o no, sino que pueden cumplir
con “cierto grado”. De este modo:

Definicién 1.1 ~

Un subconjunto difuso A de X se caracteriza por una fundén de pertenencia y; : X->
[0,1] que a cada elemento x perteneciente a X le asigna un nimero real en el intervalo
real inicial [0,1], de forma que p(x) representa el grado de pertenencia de x a A (o
grado de compatibilidad o acuerdo de x con la propiedad que define a A).

Una funcién de pertenencia i ; constituye una generalizacion de la funcién caracterfs-
tica o indicador de un subconjunto ordinario de X.

Ejemplo: ilustro el concepto con un ejemplo cldsico en el que A es el correspondien-
te a “individuos altos”. ;Cémo podemos afirmar que una persona es alta? ;Podemos
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considerar a un individuo de 180 cm de altura como “alto” y a uno de 175 cm como
“no alto”?

La borrosidad corresponde a incertidumbre en la descripcién de la propiedad que
define al conjunto A, sobre los elementos de cierto conjunto de individuos X. Parece
natural considerar que una persona con altura x no tiene por qué ser necesariamente
alta (o, mejor atin, que su altura corresponda a una persona alta) o no, sino que cumpla
con la propiedad de “ser alto”” con un grado mds o menos elevado, grado que represen-
taremos por p;(x). De gcuerdo con esa observacion, la figura 1 muestra una posible
descripcion erdfica de A en términos de un subconiunto difuso.
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El problema de la medicion de la borrosidad que afecta a un subconjunto difuso ha
estado ligado a la evolucidn de la Teoria de los Conjuntos Difusos. En general, una me-
dida de borrosidad consiste en una aplicacién F: P (X) ->R donde P X) es el conjunto
de todos los subconjuntos difusos de X (denominado también partes difusas de X) y,
para cada A perteneciente a P (X), P (X) cuantifica el grado de borrosidad de A.

Para que una medida de borrosidad pueda considerarse idénea, debe satisfacer
ademds ciertas condiciones axiomdticas, aunque algunas de estas no se han formulado
atin de manera unica.

Estas condiciones pueden enunciarse brevemente como sigue:

F.1 (Anulacion exclusiva sobre subconjuntos cldsicos)

Si A pertenece a P (X), F (A) =0siy solosi u ; coincide con la funcién indicador

de un subconjunto cldsico de X.
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F.2 (decrecimiento con el aumento de nitidez)

Si A es “mis nitido que” A” (con A, A” perteneciente a P (X)),
entonces F(A) < F(A").

F.3 (borrosidad maxima)
El valor mdximo de F en P (X) se alcanza en un A que sea “maximalmente difuso”.

Las condiciones axiomadticas F.2 y F.3 involucran conceptos “ser mas nitidos que”
y ser “maximalmente difuso”, de los que no existe una definicién universal.

En la bibliografia existente sobre la medicién de borrosidad se han propuesto varias
medidas, la mayorfa de las cuales han coincidido en admitir las definiciones siguientes:

I) A es “mds nitido que” A", si:
J5(X) < 5 (x), para todo x perteneciente a X con p,.(x) <3,y

_ Hz(X) > p;(x), para todo x perteneciente a X con i (x) > %2
IT) A'es “maximalmente difuso” si y;.(x) = !4 para todo x perteneciente a X

La admision de esta dos definiciones es coherente con la admision de la definicién
de complementario difuso de un subconjunto difuso A de X como el subconjunto
difuso (A) de X tal que p A)C(x) =1 - u;(x), para todo x perteneciente a X, (Zadeh,
1965). Para esta definicidn, el equilibrio del complementario difuso es el valor Y.

Los axiomas F.1, F.2 y F.3 determinan una axiomdtica generalizada para las me-
didas de borrosidad, de manera que esos axiomas dejan una gran libertad de eleccion
de medidas de borrosidad.

Algunos autores (ver Knopfmacher (1975) y Gottwald (1979)) han sugerido algu-
nas propiedades o condiciones adicionales deseables para las medidas de borrosidad
en las que se suponen aceptadas las definiciones I y II anteriores. Entre estas propie-
dades, cabe destacar las siguientes:

E*4. (invarianza por complementacion) ~
Si A pertenece a P (X), entonces F((A)° ) = F(A9

F*5. (efecto de las pertenencias constantes sobre la borrosidad)
Sil , bertenece a P (X) es el subconjunto difuso de X cuya funcién de pertenencia
es constante e igual a 3 en todo X (con B perteneciente al intervalo inicial [0,1]), la

funcién g : [0,1] ->R tal que g(B) = F(I*)) es estrictamente creciente en [0,%2] y, como
consecuencia de F*.4, es estrictamente decreciente en [/, 1].

138 Articulos



Knopfmacher (1975) y Gottwald (1979) consideran, ademads, otras propiedades
como las de ser funciones continuas y valoraciones no negativas.

Como la borrosidad representa un tipo especial de incertidumbre, en ocasiones se
han considerado algunas medidas de la Teorfa de la Informacién Estadistica como base
para definir medidas de borrosidad. En este sentido, De Luca & Termini (1972) definie-
ron una entropia no probabilistica (segin su propia denominacién) que tomaba como
base la entropia de Shannon, y que para un subconjunto difuso A de X venfa dada por:

F(A) = - E {_u.-.-ﬁ.rl log g (x) = [1- A (x)]log1 —_Jr.-l-l_.ﬂ]:'
(bajo el supuesto de que X sea un conjunto discreto)

El objetivo perseguido en este trabajo es el de emplear otras medidas de la Teorfa
de la Informacion con el mismo fin. Estas medidas son ciertos indices de afinidad
entre dos distribuciones de probabilidad, que evaldan el grado de consonancia o si-
militud entre esas distribuciones. Las razones para esta eleccidén se encuentran en
algunas ideas directrices que orientan las ultimas investigaciones sobre la medicion
de la borrosidad.

Estas ideas sefialan que la forma mds natural de expresar el grado de borrosidad
de un subconjunto difuso es en términos de la falta de distincidn entre el subconjunto
difuso y su complementario. De hecho, esta falta de distincién es lo que diferencia a
los subconjuntos difusos de los cldsicos, y cuanto mds difiere un subconjunto de su
complementario mds borroso es.

Definicion de la afinidad no probabilistica de orden £

Para seguir el enfoque que acabo de comentar, se eligen los indices de afinidad
basados en una extension de la distancia de Hellinger propuesta por Chernoff (1952)
(ver también Good & Smith, 1985) y que incluye a la conocida medida de Matusita
(1967). Estos indices estdn estrechamente relacionados con la divergencia dirigida
maxima (o divergencia dirigida entre dos distribuciones degeneradas en puntos distin-
tos) y la divergencia dirigida entre las dos distribuciones que se consideren.

En el trabajo de Ruiz (1991) puede verse una caracterizacién axiomadtica de los
indices de afinidad considerados y el estudio de las propiedades mds relevantes.

Para lograr que indice de afinidad resultante sea simétrico (puesto que la afinidad
entre el conjunto difuso y su complementario debe equivaler a la afinidad entre su
complementario y €l mismo, siempre que el complementario se defina en forma que
satisfaga la propiedad de involucion), se recurri6 a sumar las divergencias dirigidas
respecto de cada una de las dos distribuciones, obteniendo el invariante de Jeffreys
correspondiente.
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De este modo, se llega a la siguiente definicién:
Definicion 2.1

Se denomina indice de afinidad no-probabilistica de orden 5 a la aplicacién
F&: 7 (X)->R* que a cada A perteneciente a # (X) le asigna el valor:

FB(A): E {l:...-:.*:l_ [, 5B+ [y (=T [, |'-:|"}. tal que 0<B<1 (supuesto que X
sea un conjunto discreto) y con (A)* = complementario difuso de A

Sobre las definiciones m4s usuales para el complementario (A)¢, pueden verse la
dada por Zadeh (1965) y otras recogidas en los textos de Dubois & Prade (1980) y
Klir & Folguer (1988), donde figuran algunas discusiones de interés sobre la nocién
de complementario difuso.

Por otro lado, la restriccion de 8 a [0,1] obedece a la necesidad de que la medida
est€ definida incluso cuando exista algun x perteneciente a X con p;(x) =0
6 con p,(x) =1, (lo que no resulta en absoluto infrecuente).

3. Estudio de las propiedades de la afinidad probabilistica como medida de la
borrosidad

Una vez establecida la familia de indices de borrosidad precedente, es natural exa-
minar si sus elementos satisfacen las condiciones axiomdticas F.1, 2 y F.3.

Este examen se simplifica considerablemente, si se comprueba que la familia de la
definicion 2.1 estd contenida dentro de una familia generalizada de medidas de borro-
sidad introducida por Gottwald (1979), y que se expresa de la siguiente manera:

F(A) = h(E:l g e dx
donde para todo x perteneciente a X, las funciones:
[0,1] > R*

Verifican que:
g, 0)=g(1)=0
ii) g mondGtona creciente en [0,%2] y mondtona decreciente en [/2, 1] para
todo x perteneciente a X.
iii) g (}2) es el Unico médximo para g para todo x perteneciente a X, y h es una
funcién mondtona creciente de R*en R*

esta familia satisface los axiomas F.1 a F.3 con las interpretaciones I y II resefiadas
en la seccién 1. aunque la familia generalizada sea mucho mds amplia que la que se
construye en este trabajo, el interés principal de esta tltima estriba en el criterio segui-
do para su definicidén y en el significado intuitivo de ese criterio.
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A continuacion, se establece la comprobacién de que F* en la Definicion 2.1 es un
elemento de la clase de Gottwald.

Teorema 3.1
Si se acepta que i (x)=1-p  (x) para todo x perteneciente a X, entonces la
“afinidad no probabilistica” es una medida de borrosidad que pertenece a la clase:

F(A) = h(z TS )
Tomando h =1 (identidad) y g _f, para todo x con:

Fxd=x =) +2""(1-x1"con 0<B<1

Demostracion
Como la funcién h es monétona creciente, demuestro que las funciones f,
satisfacen las condiciones i, ii y iii. '
i)  esevidente que f (0)=f,(1)=0
ii) y iii): Para estudiar el crecimiento de f 4 (x) determinamos:

derivando {7 ()= B == S (= (1= (=2 = A= x) -

_,'I'HI rhi x] (1= Silx Nl =xh” wfl= S (1=x])x] Hxil=x)] ™"

Se puede verificar que f(2) =0

Denotando y = x/(1-x), entonces:
Foiay === Sy == Ep e = (1= A ™ = A= Bt 1A - a0y
Al ser 0<B< 1 e y >0 se tiene que la derivada segunda calculada es menor que cero,
de modo que la funcion es concava (hacia abajo)

Como f(%2) =0y f, concava, se cumple que f alcanza un mdaximo en x="2 de tal
forma que las COHdlClOIleS i, ii y iii se satisfacen para f, por lo tanto:

Fi(A)= E{[p.lxl]J[rl Lo (] ¥ 4 [_lL;ll:'v:]]':h.llll I_Jnlr} tal que O<B<1

Es una medida de borrosidad
Por lo tanto, puede comprobarse que:

Teorema~3.2
F%(A) es una valoracién no negativa sobre [0,1], es decir

F! --;.JU Ble+F r_.-:'|"“|.'}1-.'- (Aps FUE

Demostracion:
Si B ¥ ——={1,1] son las funciones de pertenencia de los conjuntos difusos
A, ; pertenecientes a 7 (X), se define punto por punto los elementos# Vi

.||___|ﬁ' A[E
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(definiciones originales de unidn e interseccion entre dos conjuntos difusos (Zadeh
(1965)) como:

#‘L‘I-ﬁ (X) = max [ﬂA(X) b ],lB(X)]

H iy 00 =min [ ) , B ()]
Al ser

.""‘[ALJ:E) BIIII'G[,H [.1.':|.pﬁ:.r’:|ﬁﬂl —rrm|;.|.-|:x},,-.rh[.r}j].' A4 {Tlm[,u:t.ﬂ.pﬁ:.ﬂlf g
(1 - (o, (D
o

;-*[.ﬂs} = 3 fmin ), ()" (1 i (g QoD + eminfe (g, (el (1 -
L ey L1 i . (DY)

Verificandose que:

774U B) =Z T L P T e PP T i (PR 1 i
B

®
E LY

D-wgen syt 20 (w01 1= g (0] + -6
L= - ()] )

FA(B) = Z[[ﬂ B LRI e PR e R R0 | B
X

l_lll-.n'lll

e+ 2, (L) 1= ()] [ 0] = s (0]

Foinlzainl

Sumando miembro a miembro obtenemos:

1= 1
a - . . x . + o
F {UB}-H"‘B{AHB}= Z‘“‘;( )]Jllul.’.ri}‘ (I}] [.rj! [
|.Il'I -;'-J |.'l'!l|I II[J-".'"LIIII "l'u‘—;r' h'_l|f] +ﬁ‘l[é|[x""|l"{-1;.;_ {_‘[’}II ] +|_llu;]
X
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(x)] JIF{:E} Wi = (A)+F'(B)

4. Ejemplo ilustrativo
La aplicacion de las medidas introducidas en este trabajo puede ilustrarse median-
te el ejemplo siguiente:

A={(x 10),(x, /0),(x, /0,5), (x, /1 (x./0,5), (x, /0,75)}
B = {(x/0),(x,/0),(x,/0),(x, /0,25),(x,/0,75),(x, /1)}
A B = (2700, /0) {2, 05 ) 2, 1), {4 70,75), (5, 1))
ANYB = {(35/0).(x/0).(x./0).(x,/0,25), (%, /0,5).(x,/0.73)}
A° = (1), 1), (3, /0,5) [, £0) o 3, /0,5),(x, /0,25)]

B = (/1) x, /1), (3, /1), (%, /0,75) [ 2, /0,25), (x, /0)}
AUBY = {5 /1), /1).(x, /0.5).(x, /0).(x,/0.25),(x, /0)}

CAYBY = (A0, A1), D, /0,750, (%, 70,5 ), (5, 1 0,25)]

e R T B |

Figura 2: Representacion gréfica de la funcion de pertenencia de los subconjuntos

AB A8
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Figura 3: representacion grdfica de la funcién de pertenencia de los subconjuntos:
Al B A VB (A By A By

CE *HAJE

L Opia

La borrosidad de cada uno de los subconjuntos difusos anteriores puede cuantifi-
carse por la funcion:

PO S G (= g G G o= e (1,0 g <1

Determinemos la borrosidad para cada uno de ellos:

g g8
FRCAy= 10,500,571 400,750, 25)" # + (0, 75) #{0,25)" = 1+i
= FH(A")
" . 3437
FUBY=2[00,25"(0,75) * + (0,25) "{0,75)"] = —= F*(B )
. ol ¥ -
FAAB = 0.5/ 0.5 + (0,75 (0,25 7 +0.75) "(0.25)" =14= * . FhiiAl JBr
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FACANB) = 200250700, 750 J+(0, 75110, 25) )+ (0,5)°(0, 5)* + (0, 5)*
N

3.!1 " 3I-.I
2

(0.5 =1+ = FA(A)8Y )

Se observa claramente que se verifica el Teorema 3.2, es decir:
FAHA By = FAA)+ FH(BY- FAAMN By
A continuacion, se detalla la tabla de borrosidad de dichos conjuntos para valores de

$=0,1,0,2,0,3,0,4,0,5. Es evidente, por la definicién de F?, que si se considera este
funcional como una funcién de B, esta resulta simétrica respecto de =% en [0,1].

| R T ¥ Fi &) Fum | P

B, | 12,951 | 1,902 T 2,502 '
B=0.2 2,5135 1827 19135 1837
B=0.3 | 2.387 [ 1,7741 | 1.887 27|
b=04 | 2ETI3 17425 E 23,7435
0.5 1,866 1,7321 1,866 [2.7321 1

5. Observaciones finales

A lo largo de este trabajo se ha presentado una familia parametrizada de medidas
de borrosidad. La contribucion principal del trabajo ha residido en el camino seguido
para la construccién de dicha familia de medidas: cada medida de borrosidad se ha
definido como “una especie de afinidad” entre un conjunto y su complemento y a su
vez, cada medida de afinidad entre dos distribuciones de probabilidad podria enten-
derse como la diferencia entre la divergencia mdxima y la divergencia asociada a esas
dos distribuciones.

La ventaja de la introduccion de este procedimiento de definicién de medidas de
borrosidad es que permite una generalizacion inmediata. Esta generalizacion puede
basarse en cualquier medida generalizada de divergencia dirigida (ver Salicrd (1978)),
Cuadras (1989)), como la @-divergencia de Csiszar (1967) u otras, o en cualquier me-
dida generalizada de afinidad (ver por ejemplo Gyorfi & Nemetz (1978)).

En relacién con el presente trabajo, y con la generalizacidn que acaba de sugerirse,
serfa interesante y conveniente examinar el papel que juega el pardmetro 53, o la forma
y caracteristicas de @, dentro de la familia de medidas de borrosidad. Este examen
implica dos tipos de estudios: un estudio de cardcter tedrico analizando las tendencias
y los efectos de los distintos valores o propiedades de B 6 de @ a través de simulacién
de conjuntos difusos.

Por tltimo, la extension de los estudios de este trabajo al caso no-discreto es un
tema de interés, que presentard menos inconvenientes (como era la pérdida de la no-
negatividad al extender la entropfa al caso continuo) que la extensidn de la entropia
probabilistica.
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